Kalba netaisyta

Projektas „Mokymosi krypčių pasirinkimo galimybių didinimas 14–19 metų mokiniams, II etapas: gilesnis mokymosi diferencijavimas ir individualizavimas, siekiant ugdymo kokybės, reikalingos šiuolaikiniam darbo pasauliui“, 2012 m.

1. MATEMATIKOS MODULIŲ PROGRAMŲ ĮGYVENDINIMAS: UGDYMO PLANAVIMAS, UGDYMO ORGANIZAVIMAS IR VERTINIMAS

Laisvai pasirenkamas modulis ,,Funkcijos“
Plano pavyzdys

Tikslas: 

· Plėtoti matematinę kompetenciją, taikant funkcijas problemų sprendimui. 

Uždaviniai:

· supažindinti mokinius su įdomesniais funkcijų taikymais;

· skatinti savimoką.

	Ciklas
	Trukmė
	Gebėjimai
	Metodai

	Funkcija. Jos savybės
	8 val.
	Taikyti funkcijos savybes sprendžiant praktinio, matematinio ir teorinio turinio uždavinius.
	Situacijos analizė, mokymasis bendradarbiaujant, savimoka.

	Lygtys, nelygybės, sistemos 
	10 val.
	Taikyti laipsninės, rodiklinės ir logaritminės funkcijos savybes matematinio, praktinio ir teorinio turinio uždavinių sprendimui.
	Valdomas atradimas, situacijos analizė, modeliavimas, savimoka.

	Trigonometrija
	5 val.
	 Naudotis trigonometrinių funkcijų (sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento) bei joms atvirkštinių funkcijų savybėmis.
	Tyrinėjimas, situacijos analizė, savimoka.

	Funkcinės lygtys
	7 val.
	Pagilinti funkcijos sampratą sprendžiant funkcines lygtis.
	Prasmingas mąstymas, valdomas atradimas, diskusija. 

	Įskaita (5 val.)


Funkcija. Apibrėžimo sritis. Funkcijos reikšmių sritis. Grafikas. Funkcijos monotoniškumas, didžiausia ir mažiausia reikšmė
Sąvokos ir apibrėžimai

Sakoma, kad kintamojo x funkcija f yra apibrėžta, kai žinoma:

1) kintamojo x reikšmių aibė X, kuri vadinama funkcijos apibrėžimo sritimi ir žymima Df,

2) funkcijos f reikšmių aibė Y, kuri vadinama funkcijos reikšmių sritimi ir žymima Ef,

3) nurodyta taisyklė, pagal kurią kiekvienam elementui iš apibrėžimo srities Df  priskiriamas vienintelis elementas iš reikšmių srities Ef.

Funkcija vadinama didėjančia (mažėjančia) intervale (a, b), priklausančiame funkcijos apibrėžimo sričiai, jeigu su visais x1, x2((a, b), kai x1(x2, teisinga nelygybė f(x1)(f(x2) (f(x1)>f(x2)).
Funkcija vadinama lygine, jei apibrėžimo sritis yra simetriška ir su visais x iš apibrėžimo srities teisinga lygybė f(–x) = f(x).
Lyginės funkcijos grafikas yra simetriškas ordinačių ašies atžvilgiu.

Funkcija vadinama nelygine, jei apibrėžimo sritis yra simetriška ir su visais x iš apibrėžimo srities teisinga lygybė f(–x) = –f(x).
Nelyginės funkcijos grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios taško atžvilgiu.

Skaičiaus x sveikąja dalimi [x] vadinamas didžiausias sveikasis skaičius, ne didesnis už x. 

Skaičiaus x trupmenine dalimi {x} vadinamas skirtumas {x} = x–[x].

Pavyzdžiai

1. Raskite funkcijos [image: image2.png]


apibrėžimo sritį.

Sprendimas: Funkcija apibrėžta su visomis x reikšmėmis, tenkinančiomis nelygybių sistemą: [image: image4.png]{ x*—x—-2=0,
18— 3x —x2 > 0.



 Išsprendę ją gauname [image: image6.png]


: [image: image8.png]x € (—6;-1]U [23)



.

2. Raskite funkcijos [image: image10.png]f) =

xXTAxA1
prevry

xz20



, didžiausią ir mažiausią reikšmes.

Sprendimas: Kai x = 0, tai f(0) = 1.
Kai x>0, tai [image: image12.png]f) =

x4xdl

ey




, nes [image: image14.png]X+

X



. Gavome, kad funkcijos mažiausia reikšmė [image: image16.png]


. Akivaizdu, kad f(x) = 1–
[image: image17.wmf](

)

2

1

+

x
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 didžiausia funkcijos reikšmė 1 įgyjama, kai x = 0, t. y. f(0) = 1. 

3. Su kuriomis parametro a reikšmėmis funkcija f(x) = (a[image: image19.png]


1)x²[image: image21.png]


2ax–2 mažėja intervale [1; 3]?

Sprendimas: 1) Kai a–1<0, kvadratinis trinaris mažėja intervale [1; 3], jeigu šis intervalas yra į dešinę nuo parabolės viršūnės [image: image23.png]


Išsprendę nelygybių sistemą [image: image25.png]


 gauname a<1. Taigi, kai a<1, funkcija yra mažėjanti intervale [1; 3]. 
2) Kai a = 1, tai f(x) = [image: image27.png]


2x–2, turime tiesinę funkciją, ji yra mažėjanti. 
3) Kai a–1>0, tai kvadratinis trinaris mažėja intervale [1; 3], kai šis intervalas yra į kairę nuo parabolės viršūnės [image: image29.png]


. Išsprendę nelygybių sistemą [image: image31.png]


 gauname 1<a[image: image32.png]


1,5. Taigi, kai 1<a[image: image33.png]


1,5, funkcija mažėja intervale [1; 3]. Išvada: funkcija f(x) mažėja intervale [1; 3], kai [image: image35.png]a € (—=;1,5]



. 

4. Pagrįskite, kad funkcija QUOTE 
  [image: image38.png]


 yra lyginė. 

Sprendimas: 1) Apibrėžimo sritis simetriška: [image: image40.png](—00; =2) U (—2;0) U (0;2) U (2; +0)



. 
2) [image: image42.png]




 QUOTE [image: image43.png]


 . Taigi funkcija f(x) yra lyginė.

5. Nubrėžkite funkcijų grafikus: a) f(x) = [image: image45.png]0,501





 QUOTE [image: image46.png]al]



 ; b) f(x) = [image: image48.png]{x}?



.
Sprendimas:
                a)     QUOTE 
                                                                    b)    
             [image: image50.png]o012

321




                     
Užduotys:
1. Raskite funkcijos f(x) = [image: image52.png]V6—1xZ—10] +v3—



apibrėžimo sritį.
2. Nustatykite funkcijos reikšmių sritį: a) [image: image54.png]


; b) [image: image56.png]VxE-exis+s-
)

f) =



; 
c) [image: image58.png]Pl
f =55



 .

3. Žinoma, kad funkcija g(x) yra didėjanti visoje savo apibrėžimo srityje. Nustatykite, kokios yra šios funkcijos: a) g(x+m)+n; b) g(x[image: image60.png]


m)+n; c) –g(x+m); d) ag(x)–n.
4. Nubrėžkite funkcijos [image: image62.png]Flx) =Vx?+x?—dx +4



, kai x[image: image63.png]


(–3; 3), grafiką ir nurodykite funkcijos monotoniškumo intervalus.
5. Įrodykite, kad lyginių funkcijų suma, sandauga, dalmuo yra lyginė funkcija.

6. Įrodykite, kad funkcija [image: image65.png]fO) =lg(x +V1+x7



 yra nelyginė.
7. Ištirkite funkcijų lyginumą ir nubrėžkite funkcijų grafikus: a) f(x) = |x2+4x|; b) [image: image67.png]fFx) =3 x|



.

8. Nubrėžkite šių funkcijų grafikus: a) [image: image69.png]f) = ]



, b) [image: image71.png]flx) = 3%



, c) f(x) = [arcsin x].
Atvirkštinės funkcijos
Funkcija f(x), kurios apibrėžimo sritis yra X, o reikšmių sritis yra Y, ir funkcija f–1(y), kurios apibrėžimo sritis Y ir reikšmių sritis X, vadinamos viena kitai atvirkštinėmis funkcijomis, jeigu su visais x(X ir y(Y yra teisingos lygybės f–1(f(x)) = x ir f(f–1(y)) = y.

Pavyzdžiai

1. Raskite funkciją, atvirkštinę funkcijai f: X[image: image72.png]


 Y, kai X = {-1; 0; 3; 5}, Y = {-2; 0; 1; 4} ir f(-1) = 0, f(0) = -2, f(3) = 4, f(5) = 1.

Sprendimas: Skirtingas argumento reikšmes atitinka skirtingos funkcijos reikšmės, todėl ši funkcija turi atvirkštinę: [image: image74.png]


: Y[image: image75.png]


X; [image: image77.png]fH0) = —1,f71(1) =5, f71(4)




.
2. Raskite funkciją, kuri yra atvirkštinė funkcijai QUOTE 
  [image: image80.png]y

T
T



 .

Sprendimas: Randame apibrėžimo sritį: [image: image82.png]


, iš čia x[image: image84.png]


. Kai x kinta nuo 0 iki [image: image86.png]+o0, tal

=

-1+ i ‘mazéja(nuol iki— 1), 0 f didéja nuo 0 iki



, todėl ji turi atvirkštinę 
cos y = [image: image88.png]


, tai [image: image90.png]




 QUOTE [image: image91.png]2Tcosy
Trcon




 , iš čia, kad x = [image: image93.png]


. Funkcijos[image: image95.png]




 QUOTE [image: image96.png]=
arccos
y s



 , [image: image98.png]x € [0; +x)



, atvirkštinė yra y = [image: image100.png]




 QUOTE [image: image101.png]tg? >



 , [image: image103.png]x € [0; m)



.

3. Su kuriomis a reikšmėmis funkcija [image: image105.png]ax® +4x+ 5x € [-2;1]




, turi atvirkštinę?

Sprendimas: Funkcija [image: image107.png]f(x) =ax® +4x+ 5



 monotoninė ir turi atvirkštinę, kai a tenkina sąlygas: [image: image109.png]


, iš čia [image: image111.png]


, [image: image113.png]0O<a=larba—2=a<0



. Kai a = 0, tai [image: image115.png]f(x) =4x+5



 yra tiesinė, todėl turi atvirkštinę. Taigi[image: image117.png]f(x)




, [image: image119.png]x € [-2;1]



 turi atvirkštinę, kai [image: image121.png]a€[-21]



.
4. Įrodykite tapatybę [image: image123.png]el
arcsing_— = 2arctgx,x € [~1;1]



.
Sprendimas: Kai [image: image125.png]i —
x€l-L1ltai o el-11]



, [image: image127.png]


 ir [image: image129.png]


, [image: image131.png]sla



. Taigi abiejų lygybės pusių reikšmės priklauso intervalui [image: image133.png]


. Kadangi sinusas šiame intervale yra didėjanti funkcija, tai užtenka įrodyti, kad abiejų lygybės pusių sinusai lygūs: [image: image135.png]


. Kadangi [image: image137.png]


 , tai abi pusės lygios 
[image: image138.wmf]2

1

2

x

x

+

.
Užduotys:
1. Įrodykite teiginį: jei funkcija f yra monotoniškai didėjanti visoje apibrėžimo srityje, tai jai atvirkštinė funkcija f –1 taip pat yra monotoniškai didėjanti visoje apibrėžimo srityje.

2. Kokias sąlygas turi atitikti skaičiai a, b, c ir d, (a ≠ 0, b ≠ 0), kad funkcija [image: image140.png]) =



 būtų tapačiai lygi savo atvirkštinei funkcijai [image: image142.png]


?
3. Raskite funkcijos [image: image144.png]i) = —x— DA x+3)2+x+1



 atvirkštinę funkciją.

4. Įrodykite tapatybę [image: image146.png]


.

Lygčių, nelygybių bei jų sistemų ekvivalentumas
Sąvokos, apibrėžimai, teoremos

Kai du reiškiniai su vienu, ar keliais kintamaisiais sujungti lygybės (nelygybės) ženklu, tai sakome, kad turime lygtį (nelygybę).

Kintamojo reikšmė, su kuria lygtis (nelygybė) tampa teisinga lygybe (nelygybe), vadinama tos lygties (nelygybės) sprendiniu. 

Dvi lygtys (nelygybės, jų sistemos) vadinamos ekvivalenčiosiomis, jei jų sprendinių aibės sutampa.

Jei lygties f(x) = g(x) apibrėžimo sritis priklauso reiškinio h(x) apibrėžimo sričiai, tai lygtis f(x) = g(x) yra ekvivalenti lygčiai f(x)+h(x) = g(x)+h(x).
Jei lygties (nelygybės) reiškinius tapačiai pertvarkysime nekeisdami lygties (nelygybės) apibrėžimo srities, tai gausime lygtį (nelygybę), ekvivalenčią duotajai.
Lygtis [image: image148.png]Vi) = g(x)



 yra ekvivalenti sistemai [image: image150.png]{/'(x) =g°(),
g =0




Lygtis [image: image152.png]V) =)



 yra ekvivalenti bet kuriai iš sistemų: [image: image154.png]{f(X) =gl),
() = 0;



 [image: image156.png]{f(X) =gl),
g(x) = 0.




Lygtis [image: image158.png]log, f(x) = log, g(x)



 yra ekvivalenti bet kuriai iš sistemų: [image: image160.png]{f(X) =gl),
() > 0;



 [image: image162.png]{f(x) =g),
g >0.




Nelygybė [image: image164.png]log, f(x) = log, g(x)



 yra ekvivalenti vienai iš sistemų: [image: image166.png]{g( ) = glx),
x) > 0,kai 0 < a<1;



 [image: image168.png]{f( flx) = glx),
(%) > 0,kai a > 1.




Nelygybė |f(x)|g<(x) yra ekvivalenti sistemai [image: image170.png]flx) < glx),
%) > —g ().




Nelygybė |f(x)|>g(x) yra ekvivalenti visumai [image: image172.png]Fx) =g,
f(x) < —g(x).




Nelygybė |f(x)|<|g(x)| yra ekvivalenti nelygybei (f(x)+g(x))(f(x)–g(x))<0.

Nelygybė [image: image174.png]JF) < g(x)



yra ekvivalenti sistemai [image: image176.png]&) <g*(),
@) z0,
g(x) >0




Nelygybė [image: image178.png]JF) = g(x)



yra ekvivalenti sistemų visumai [image: image180.png]fx) =0,

(x) <0.
{/'(x) > g% (),

g =0,




Pavyzdžiai 
1. Išspręskime lygtį [image: image182.png]V3xT+5x+8—V3xT+5xr+1=1



.
Sprendimas: Padauginę abi lygties puses iš teigiamo reiškinio [image: image184.png]V3xT+5x+8+V3xT+ 5x + 1



 ir sutraukę panašiuosius narius, gauname ekvivalenčią pradinei lygtį [image: image186.png]7=v3xT+5x+8+V3xT +5x + 1



. Sudėję ją su pradine lygtimi, gauname [image: image188.png]V3xT+5x+8



= 4. Pakėlę abi lygties puses kvadratu, gauname kvadratinę lygtį 
[image: image190.png]3x2 +5x — 8



 = 0, kurios sprendiniai [image: image192.png]=1
Xy =



 ir [image: image194.png]


. Patikrinę įsitikiname, kad jie yra ir pradinės lygties sprendiniai.
2. Išspręskime lygtį [image: image196.png]20logs, VX + 7 logye, x°




.

Sprendimas: Lygties apibrėžimo sritis: [image: image198.png]2 e e
X>0,X % X F X #2



. Tiriame du atvejus: 
1) Kai x = 1, gauname lygybę 0 = 0, t. y. 1 yra lygties sprendinys.
2) Kai [image: image200.png]x# 1



, tai [image: image202.png]2 =
2log, 2+1 © slog_2+1



 Pažymėję [image: image204.png]logy2 =




 turime [image: image206.png]el
ey

ey

1

0



. Šios lygties sprendiniai [image: image208.png]


. Tada [image: image210.png]


, [image: image212.png]logy x =2



 ir [image: image214.png]


, x = 4. Lygties sprendiniai x = 1, [image: image216.png]


 , x = 4.

3. Išspręskime nelygybę [image: image218.png]25 x -2



.

Sprendimas: Nelygybė ekvivalenti sistemų visumai: [image: image220.png]


 ( [image: image222.png]I {=00; —2] U (0; +00),
x€ (—o032).
{er

>0,
x=2.



 ( [image: image224.png][x € (—o; =21V (0;2),
x € [2; +).



 ( [image: image226.png]x € (—00;—2] U (0; +o0)



.

Atsakymas: [image: image228.png]x € (—00;—2] U (0; +o0)



.

4. Išspręskime nelygybę [image: image230.png]S5x+6) <1

loga, (x*




Sprendimas: Logaritminė nelygybė ekvivalenti dviem nelygybių sistemoms: [image: image232.png]—5x+6>2x,

{n<xi—51+s<21 {x
0<2x <1

2 >1;



 Jas išsprendę, gauname pradinės nelygybės sprendinių aibę [image: image234.png]x€(0:3) U LD U 6)



.

Užduotys
1. Išspręskite lygtį [image: image236.png]log_s (3 —4x+4x?) =logy, z(—x—x?)
ved



.

2. Išspręskite lygtį [image: image238.png]


.

3. Išspręskite lygtį 2|x|+|a| = x+1 kiekvienai parametro a reikšmei.

4. Išspręskite nelygybę [image: image240.png]l0g10g,(05x)(x% — 10x +22) > 0



.
5. Išspręskite nelygybę [image: image242.png][x2+x+1] <2x? —4x +7



.

6. Išspręskite nelygybę [image: image244.png]


.

Lygčių sistemos
Sąvokos, teoremos, sprendimo metodai

1. Simetrinės sistemos su dviem nežinomaisiais. Tarkime, kad sistema

[image: image245.png]{/',(x, y) =0,
f(y)





sudaryta iš lygčių, kurių kairiosios pusės [image: image247.png]flx,y), f2(x,5)



 – kintamųjų x ir y simetriniai daugianariai (t. y. [image: image249.png]fi(x,y)



 ir [image: image251.png]f2(x,5)



 nesikeičia, kai x pakeičiame į y, o y pakeičiame į x).

[image: image679.png]


Tokio tipo paprasčiausios sistemos pavyzdys yra lygčių sistema:

[image: image253.png]



Jos sprendinius galima apibūdinti tokia teorema.

1 teorema. Jei kvadratinė lygtis t2–at+b = 0 (3) turi du sprendinius t1 ir t2 (vieną sprendinį t1), tai (1) ir (2) lygčių sistema turi du sprendinius (t1; t2) ir (t2; t1) (vieną sprendinį (ti; t1). Atvirkščiai, jei (x0; y0) – (1) ir (2) lygčių sistemos sprendinys, tai skaičiai x0 ir y0 yra (3) lygties sprendiniai.
Įrodymas. Tarkime, kad t1 ir t2 – (3) lygties sprendiniai. Pagal Vijeto formules turime

t1+t2 = a, t1∙t2 = b, taigi skaičių poros (t1; t2), (t2; t1) yra (1) ir (2) lygčių sistemos sprendiniai.

Įrodykime, kad kitų sprendinių ši sistema neturi. Tarkime, kad (x0; y0) – sistemos sprendinys. Tuomet x0+y0 = a, x0y0 = b, ir todėl trinarį t2 –at+b galima išskaidyti: 
t2–at+b = t2–(x0+y0) t+x0y0 = (t−x0) (t–y0), o tai reiškia, kad skaičiai x0 ir y0 yra (3) kvadratinės lygties sprendiniai.

1 teorema įrodyta.

[image: image680.png]


1 teoremoje turėjome paprasčiausius dviejų kintamųjų simetrinius daugianarius x+y ir xy. Toliau juos žymėsime taip: x+y = [image: image255.png]


1, xy = [image: image257.png]


2.
Bendru atveju simetrinę sistemą [image: image259.png]{/',(x, y) =0,
f(y)





Galima spręsti pagal tokią schemą. Į (4) sistemą įsivedę naujus nežinomuosius [image: image261.png]


1 ir [image: image263.png]


2 (juos galima žymėti raidėmis u, v arba kitomis), gauname naują sistemą nežinomųjų [image: image265.png]


1, [image: image267.png]


2 atžvilgiu. Tarkime, kad sugebėjome išspręsti šią naują sistemą ir suradome visus jos sprendinius

(a1; a2), (b1; b2), ..., (k1; k2).
Tada pradinė simetrinė sistema yra ekvivalenti sistemų visumai 

[image: image269.png]


 ... [image: image271.png]



Taikant šį metodą, kintamųjų x, y simetrinius daugianarius reikia išreikšti naujais nežinomaisiais [image: image273.png]


1, [image: image275.png]


2. Parodysime, kaip simetriniai daugianariai Sn = xn+yn (laipsninės sumos) išreiškiami nežinomaisiais [image: image277.png]


1, [image: image279.png]


2, [image: image281.png]


 sprendžiant uždavinius, to paprastai pakanka.
[image: image681.png]


S1 = x+y = [image: image283.png]01



,

[image: image682.png]


S2 = x2+y2 = (x+y)2–2xy = [image: image285.png]I
o5 — 20,




[image: image683.png]2yx=x%—




[image: image287.png]S3=x+y'=x+y)({(x+y)*-3xy) = 0] —30'd?




[image: image684.png]2yx=x%—




[image: image289.png](x*+ =(01—207)*—20;=0]—4050,+203,
¥3)?
—2x%y?
(o7
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[image: image291.png]Ss= x*+y® = +y3)* +y%)
G0 = 035030, +5e102

s=(cf
53— oy =(0i—





2. Simetrinės sistemos su trimis nežinomaisiais. Nagrinėkime lygčių (su trimis nežinomaisiais) sistemas, kai lygčių kairiosios pusės yra simetrinės nežinomųjų x, y, z atžvilgiu. Tarkime, kad sistemoje

[image: image292.png]fxy2) =0,
£y, =0,
fi(x,3,2)





daugianariai [image: image294.png]fir fa fs



 yra simetriški x, y, z atžvilgiu, t. y. nė vienas šių daugianarių nesikeičia, kai bet kuriuos du iš trijų skaičių x, y, z sukeičiame vietomis.

Tokiu atveju patogu keisti kintamuosius taip: [image: image296.png]X+Y+Z=UXy+XZ+YZ=V,XyZ =W



.
[image: image685.png]xo ¥ 2,9



Nagrinėjamojo tipo sistemos paprasčiausias pavyzdys – tai sistema

[image: image298.png]xXry~vz
Xy +yz+zx
wz=c





[image: image686.png]xo ¥ 2,9



Ją spręsti galima remiantis tokia teorema.
2 teorema. Jei[image: image300.png]ty, o, 13



 – kubinės lygties [image: image302.png]t3 —
at?
+bt




     
sprendiniai, tai (10) – (12) lygčių sistema turi šešis sprendinius: (t1, t2, t3), (t1, t3, t2), (t2, t1, t3), (t3, t2, t1), (t2, t3, t1), (t3, t1, t2) (jie – sudaryti visi kėliniai iš trijų skaičių t1, t2, t3). Atvirkščiai, jei 
(x0, y0, z0) – (10) – (12) lygčių sistemos sprendinys, tai skaičiai x0, y0, z0 – (13) lygties sprendiniai.

Įrodymas. Tarkime, kad t1, t2, t3 yra (13) lygties sprendiniai. Pasinaudokime kubinės lygties Vijeto formulėmis

[image: image303.png]ty +t +t3 =aq,




[image: image304.png]tity + oty + i3ty =





[image: image305.png]



Šios lygybės rodo, kad trejetas (t1, t2, t3) yra (10) – (12) lygčių sistemos sprendinys. Kiti (daugiausiai penki) sprendiniai gaunami, sudarius iš skaičių t1, t2, t3 visus kėlinius. Įrodykime, kad kitų sprendinių (10) – (12) lygčių sistema neturi. Tarkime, kad (x0, y0, z0 ) – kuris nors (10) – (12) lygčių sistemos sprendinys. Tada yra teisingos skaitinės lygybės

[image: image307.png]Xo+Yo +2Zp =@,



 [image: image309.png]XoYo + YoZo + ZoXo =



 [image: image311.png]XoYoZo




Vadinasi, daugianarį [image: image313.png]t3 —
at?
+bt




 galima išskaidyti taip:

[image: image314.png]3 —at® + bt —
t* —at® + bt 3 = (xo + o +2p)t* + (x0¥0 + ¥oZo + ZoXo)t — X0¥oZo
= (t —x0)(t — yo)(t — zo).





Taigi, skaičiai [image: image316.png]X0 Yos Zo



 yra (13) lygties sprendiniai. 2 teorema įrodyta. 

Pastaba. Sistemose

[image: image318.png]x2+y?+zi=q,
xy +xz 45z
eyz=c,




        [image: image320.png]xtyt+z=a,  (x*+y*+z7=aq,
x24+y2422=b, Jxy+xz+yz=bh,
Bayiti=c (F+yiesi=c




galima pereiti prie kintamųjų u, v, w, pritaikius šias tapatybes:

[image: image321.png]x*+y*+z%

(x+y+2z)*—2(xy +yz +x2),




[image: image322.png](x+y+2)°=x*+y*+2° +3(x +y + 2)(xy + yz + x2) — 3xyz,




[image: image323.png]x+y+2)(x*+y*+2z*

xy—xz—yz) =x>+y®+z°— 3xyz.




Pavyzdžiai

1. Išspręskite lygčių sistemą [image: image325.png](xylx +y)
(s




.

Sprendimas. Keičiame kintamuosius:
[image: image327.png]xy(x +y) = 610,



, [image: image329.png]x*+y° = (x+y)((x +y)? = 3xy) = 61(61* — 303)



. Gauname sistemą [image: image331.png]{ 0102

01(04% — 30,) = 9.



 Iš čia [image: image333.png]3
0y’



. Vadinasi, [image: image335.png]=3
oy =



, tada [image: image337.png]


. Išsprendę sistemą [image: image339.png]


 randame sprendinius (1; 2), (2; 1).

2.  Išspręskite lygčių sistemą [image: image341.png]



Sprendimas. Sudarome kubinę lygtį [image: image343.png]t3—2t2—-t+2




ir randame jos sprendinius t1 = 1, t2 = −1, t3 = 2. Pagal 2 teoremą duotoji sistema turi sprendinius: (1; −1; 2), (−1; 1; 2), 
(−1; 2; 1), (2; −1; 1), (2; 1; −1), (1; 2; −1).

3. Išspręskite lygčių sistemą: [image: image345.png]xty+z=1

{m,m, s

Ayt



 

Sprendimas. Sistema simetrinė. Pasižymėkime [image: image347.png]x+y+z=u



, [image: image349.png]xy +yz +zx =




, [image: image351.png]


. Remdamiesi lygybe [image: image353.png]—3uv+3w




, gauname sistemą: [image: image355.png]{ui—smwsw:j_



Grįžę prie pradinių kintamųjų, turėsime sistemą [image: image357.png]


 

Pritaikę Vijeto teoremą, turime lygtį t³–t²–4t+4=0, kurios sprendinys [image: image359.png]=2t =-2t;=1



yra ir sudarytos sistemos sprendinys x = [image: image361.png]


. Kitus sprendinius gauname surašę šių skaičių kėlinius: (2; -2; 1), (-2; 2; 1), (1; 2; -2), (-2; 1; 2), 
(1; -2; 2), (2; 1; -2).
4. Išspręskite lygčių sistemą: [image: image363.png]



Sprendimas. Duotoji sistema ekvivalenti sistemai [image: image365.png]


 Ją pertvarkę, gauname [image: image367.png]A

o
el



 Pasižymėję [image: image369.png]s



, [image: image371.png]e



, [image: image373.png]


, gauname tiesinių lygčių sistemą: [image: image375.png]


 Šios sistemos sprendinys yra skaičių trejetas [image: image377.png]


. Todėl pradinės sistemos sprendinys yra skaičių trejetas [image: image379.png]


.

Užduočių savarankiškam darbui pavyzdžiai

Išspręskite lygčių sistemas:

1. [image: image381.png]{(xz +yo)xy =78,
xt4yt =07,



    2.  [image: image383.png]


    3.  [image: image385.png]{(xZ +1D(*+1) =10,





4.  [image: image387.png]


    5.  [image: image389.png]xty+z
=9,

Xy =0L



   6.  [image: image391.png]xy+ yz+ zx = 108
xyz = 180.

{ 2(x+y) =xy,



    7.  [image: image393.png]24%yz = —y -7,
3vyz=2x-z




Lygčių ir nelygybių sprendimas taikant funkcijų savybes
Sąvokos, sprendimo metodai

Išnagrinėkime, kaip naudojantis funkcijų [image: image395.png]


 ir [image: image397.png]


 grafikais sprendžiama lygtis [image: image399.png]f1(x) = f2(x)



.

Kai [image: image401.png]X



 – šios lygties sprendinys, tai pagal apibrėžimą taškas [image: image403.png]X



 priklauso abiejų funkcijų [image: image405.png]fi(x)



, [image: image407.png]f2(x)



 apibrėžimo sritims ir tenkina sąlygą [image: image409.png]f1(x0) = f2(x0)



. Skaičių [image: image411.png]f1(x0)



 pažymėsime [image: image413.png]Yo



. Tada [image: image415.png]Yo = f1(x0) = f2(xo)



.

Kadangi [image: image417.png]Yo = f1(xo0)



, tai taškas [image: image419.png](x0; ¥o)



 priklauso funkcijos [image: image421.png]


 grafikui. Antra vertus, [image: image423.png]Yo = f2(xp)



, todėl taškas [image: image425.png](x0; ¥o)



 priklauso ir funkcijos [image: image427.png]


 grafikui. Taigi taškas [image: image429.png](x0; ¥o)



 yra funkcijų [image: image431.png]


 ir [image: image433.png]


 grafikų susikirtimo taškas.

Atvirkščiai, sakysime, kad funkcijų [image: image435.png]


 ir [image: image437.png]


 grafikai susikerta taške [image: image439.png](x0; ¥o)



, t. y. [image: image441.png]Yo = f1(x0) = f2(xo)



. Ši lygybė reiškia, kad skaičius [image: image443.png]X



 yra lygties [image: image445.png]fi(x) = f2(x)



 sprendinys.

Vadinasi, norint išspręsti lygtį [image: image447.png]filx) = f>(x),



 reikia rasti funkcijų [image: image449.png]


 ir [image: image451.png]


 grafikų susikirtimo taškų abscises. Toks lygčių sprendimo būdas vadinamas grafiniu. Spręsdami lygtį šiuo būdu, paprastai tikslaus atsakymo negauname, nes praktiškai naudojamės ne grafikais, o tik jų eskizais. Beje, šiuo būdu galime nustatyti, kiek duotoji lygtis turi sprendinių.

Pastaba. Grafiškai taip pat galima išspręsti lygtį [image: image453.png]flx)

0



, kuri yra lygties [image: image455.png]filx) = f2(x)



 atskiras atvejis, kai [image: image457.png]f2(x)





Nelygybių sprendimas naudojantis funkcijų grafikais

Būna, kai jokių algebrinių pertvarkymų, sprendžiant lygtį arba nelygybę neprireikia (arba sprendimas būna labai griozdiškas). Kartais tokiais atvejais verta panagrinėti funkcijų, esančių lygtyje arba nelygybėje, apibrėžimo sritį arba jų reikšmių aibę. Išnagrinėkime tokius du pavyzdžius.

1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę [image: image458.png]J2+x—x2>x2-0,




Sprendimas. Perrašome nelygybę taip: [image: image460.png]V-G=2&+1) >x*-9



. Funkcija nelygybės kairėje pusėje apibrėžta intervale [image: image462.png]


 be to, visoje savo apibrėžimo srityje ji yra neneigiama. Bet dešinioji nelygybės pusė toje srityje yra neigiama, todėl duotoji nelygybė yra teisinga visiems x iš intervalo [image: image464.png]


. Taigi nelygybės sprendiniai yra visi intervalo [image: image466.png][-1; 2]



 skaičiai.

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį [image: image468.png]


.

Sprendimas. Pažymėję [image: image470.png]- 22+ 2,f() =




 duotąją lygtį parašysime taip: [image: image472.png]fi(x) = f2(x)



. Kadangi [image: image474.png]fi(x)

2%+ 2=(x*-1)"+1



, tai su visomis x reikšmėmis [image: image476.png]ilx) =1



, be to, reikšmę 1 funkcija [image: image478.png]fi(x)



 įgyja tik taškuose [image: image480.png]


. Tuo tarpu funkcija [image: image482.png]f2(x)



 su bet kuriuo x iš jos apibrėžimo srities tenkina nelygybę [image: image484.png]f2x) =1



. Vadinasi, lygybė [image: image486.png]filx) = f2(x)



 galėtų būti teisinga tik tada, kai [image: image488.png]filx) = f(x) =1



, t. y. kai [image: image490.png]


 Patikrinę įsitikiname, kad [image: image492.png]


 nėra duotosios lygties sprendinys, o x = 1yra sprendinys. Taigi duotoji lygtis turi tik sprendinį [image: image494.png]


.

Intervalų metodas

Pirmiausia pažymėsime, kad jeigu monotoninė funkcija taške [image: image496.png]


 įgyja reikšmę, lygią nuliui, tai ji su visais [image: image498.png]x<a



 yra pastovaus ženklo, o su visais [image: image500.png]x>a



 taip pat yra pastovaus, tik priešingo ženklo. Tiksliau sakant, jeigu [image: image502.png]f(x)



 didėja, tai [image: image504.png]flx) <0,kaix < a,irf(x) > 0,kaix > a



 (1 pav.), o jeigu mažėja, tai [image: image506.png]flx) >0



, kai [image: image508.png]x<a



, ir [image: image510.png]flx) <0



, kai [image: image512.png]x>a



 (2 pav.).
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Intervalų metodą galima apibūdinti taip. Tarkime, kad [image: image515.png]filx)



, [image: image517.png]f2(x)



, ..., [image: image519.png]fie(x)



 ir [image: image521.png]g1(x)



, [image: image523.png]g2(x)



, ..., [image: image525.png]g:(x)



 – monotoninės visoje skaičių tiesėje apibrėžtos funkcijos, lygios nuliui, atitinkamai taškuose [image: image527.png](1,830 s At



 (t. y. kiekviename tokiame taške vienos iš funkcijų [image: image529.png]fi(x)



 arba [image: image531.png]g;(x)



 reikšmė lygi nuliui, be to, [image: image536.png]k+1+1



[image: image533.png]Ay < @2 < e < Qpap).





 QUOTE [image: image534.png]


  Šie taškai skaičių tiesę suskaido į  intervalų: ([image: image538.png]


),([image: image540.png]


), ([image: image542.png]@2; @3), wees (Qiesi-15 Qrest)s (@resr; + 0



 Tada funkcija

[image: image543.png]= AWRX) - filX)

PO = 4 0200 - 1)





kiekviename iš šių intervalų yra pastovaus ženklo, o pereinant nuo vieno intervalo prie kito, ženklą keičia į priešingą. Šį tvirtinimą, kuriuo pagrįstas intervalų metodas, įrodyti nesunku, jis dažnai taikomas, sprendžiant nelygybes.

Kartais tenka nagrinėti gerokai sudėtingesnę funkciją, apibrėžtą formule

[image: image544.png]GNP BN ... (fil))P*
(9:(0)) 7 (g2 2.

R() =

(g.(0)F




čia [image: image546.png]P1s D20 s Pies Q10 G250, G2



 – natūralieji skaičiai. Nustatyti šios funkcijos ženklą taip pat nesunku. Pavyzdžiui, kai skaičius [image: image548.png]


 yra lyginis, tai funkcija [image: image550.png](f1(x))#?



 yra teigiama (visur, išskyrus taškus, kuriuose ji lygi nuliui) ir todėl ji nedaro įtakos funkcijos [image: image552.png]F (x)



 ženklui. Kai skaičius [image: image554.png]


 yra nelyginis, tai funkcijos [image: image556.png](f1(x))#?



 ženklas sutampa su funkcijos [image: image558.png]fi(x)



 ženklu. Todėl nustatant funkcijos [image: image560.png]F (x)



 ženklą reikia atsižvelgti tik į dauginamuosius, pakeltus nelyginiu laipsniu.

3 pavyzdys. Išspręsime nelygybę

[image: image561.png]wt3)ex+ =9,
G- +2x+D)




Sprendimas. [image: image562.png]"

i

3 pav.

4 pav.




Funkcija y = [image: image564.png]x +2|x| +1



 su visais x yra teigiama, nes x+|x| visada neneigiamas (jos grafikas pavaizduotas 3 pav.). Todėl į ją galime nekreipti dėmesio. Taigi reikia išspręsti nelygybę

[image: image565.png]A3+ =9)

FG) = x—2

0,




Funkcijos [image: image567.png]


 yra monotoninės. Funkcija [image: image569.png]y=2x+[x| -9



 (jos grafikas pavaizduotas 4 pav.) didėja, nes y = x+|x|+x–9, ir x+|x| nemažėja, o x–9 didėja. Taigi trupmenos [image: image571.png]


 skaitiklyje ir vardiklyje yra trys monotoninės funkcijos, kurių reikšmės lygios nuliui atitinamai tašuose [image: image573.png]-3,2,3



.

[image: image574.png]5 pav.




 Šie trys taškai skaičių tiesę suskaido į keturis intervalus:

([image: image576.png]), (2;3), (3; +ec



),

kurių dešiniajame [image: image578.png]F(x) >0



, vadinasi (5 pav.), nelygybė [image: image580.png]F(x) >0



 yra teisinga, kai [image: image583.png]-3<x <2



 ir [image: image585.png]3<x < +oo



.
Pavyzdžiai

1.  Išspręskite lygtį [image: image587.png]


.
[image: image687.png]fi(x) = f(x)



Sprendimas. 

[image: image588.png]


 1 pav.

2. Išspręskite nelygybę [image: image590.png]x| > x2—





Sprendimas. Nubraižome funkcijų [image: image592.png]


 ir [image: image594.png]


 grafikus (2 pav.).

[image: image688.png]fi(x) = f(x)



[image: image595.png]


 

2 pav.
3. Išspręskite nelygybę [image: image597.png]x%+x* —5x3+ 3x? —4x— 12 > 0.





Sprendimas. Patikrinę laisvojo nario daliklius, įsitikiname, kad skaičiai [image: image599.png]


 ir 2 yra daugianario, parašyto kairėje nelygybės pusėje, šaknys. Todėl šis daugianaris dalijasi iš [image: image601.png]x +3,



 iš [image: image603.png]x+1



, ir iš [image: image605.png]


. Padaliję gauname: [image: image607.png]x5 +x* —5x3+3x2 —4x—12=(x+3)(x + D(x —2D(x? —x + 2).





Todėl duotąją nelygybę galima parašyti taip: [image: image609.png]x+3)x+Dx-2)(x2-x+2) = 0.




Kadangi kvadratinis trinaris [image: image611.png]—x+2




 su visais x yra teigiamas, tai duotoji nelygybė yra ekvivalenti nelygybei [image: image613.png]x+3)x+Dx-2)>0




Kiekviena funkcijų [image: image615.png]


 yra monotoninė, todėl galima taikyti intervalų metodą. Šios funkcijos lygios nuliui atitinkamai taškuose [image: image617.png]-3,-1,2



, kurie skaičių tiesę dalija į keturis atvirus intervalus [image: image619.png]2),(2; +00).



Paskutiniajame (ketvirtajame) intervale visos trys funkcijos [image: image621.png]y=x+3,y=x+1ly=x—2



 yra teigiamos, ir todėl funkcija [image: image623.png]Flx)=x+3)x+1x-2)



 šiame intervale irgi teigiama. Vadinasi, trečiajame intervale ji neigiama, antrajame teigiama ir pirmajame vėl neigiama (4 pav.).

[image: image689.png]



 Taigi nelygybė [image: image625.png]F(x) >0



 yra teisinga intervaluose ([image: image627.png]


) ir (2; ∞). Todėl duotosios nelygybės sprendiniai yra [image: image629.png]-3<x<-1



 ir [image: image631.png]x> 2



.
4. Išspręskime nelygybę

[image: image632.png]L+7) x+ 4 (x—1)
GrNG-2° -




Sprendimas. Turime ištirti funkcijos

[image: image633.png]G+ x+4)"(x—1)

RO =T ee-2)°




ženklą. Tirdami galime nekreipti dėmesio į dauginamąjį [image: image635.png](x +4)°



, pakeltą lyginiu laipsniu (tačiau turime atsiminti, kad šis dauginamasis, kai [image: image637.png]


, yra lygus nuliui). Kiti skaitiklio ir vardiklio dauginamieji yra monotoninės funkcijos, kurių reikšmės lygios nuliui atitinkamai taškuose [image: image639.png]


. Šie taškai skaičių tiesę suskaido į penkis intervalus:

[image: image640.png](—2;=7),(=7;-5),(-5,1),(1,2),(2, »),





kurių paskutiniajame [image: image642.png]F(x) >0



 (visi skaitiklio ir vardiklio dauginamieji yra teigiami) . Todėl (5 pav.) pirmajame, trečiajame ir penktajame intervaluose [image: image644.png]F(x) >0,



 o antrajame ir ketvirtajame [image: image646.png]F(x) <0



 (tik reikia atsiminti, kad taške [image: image648.png]


, funkcijos [image: image650.png]Fi (x)



 reikšmė lygi nuliui). 

[image: image651.png]5 pav.





Vadinasi, griežtosios nelygybės [image: image653.png]F(x) <0



 sprendiniai užpildo du atviruosius intervalus: ([image: image655.png]—5)ir(1,2).



Prie jų reikia dar prijungti taškus, kuriuose [image: image657.png]Fx)=0



, t. y. taškus [image: image659.png]


. Taigi duotosios nelygybės [image: image661.png]Fx)=0



 sprendiniai yra pusatvirių intervalų [image: image663.png][=7:-5).[1;2)



 taškai, taip pat taškas [image: image665.png]


.

5. Išspręskite lygtį [image: image667.png]77 =x+2



.

Sprendimas. Kadangi funkcija f(x) = [image: image669.png]757 %



 monotoniškai mažėja, o funkcija g(x) = x+2 monotoniškai didėja, tai grafikai kertasi tik viename taške. Todėl lygtis gali turėti tik vieną sprendinį. Jį nesunkiai aptinkame – tai skaičius x = 5. 
Užduočių savarankiškam darbui pavyzdžiai

1. Ištirkite, kiek realiųjų sprendinių turi lygtys:

a) 1 + x – x² = |x|³; b)  x(x + 1)(x + 2) = 0,001; c)  x = 100sinx ; d) [image: image671.png]Vx+2—3cosx.




;  

e) [image: image673.png]x| =2 —logx =0



;   f)  [image: image675.png]—3* =logos(x+1)



. 

2. Išspręskite lygtį 6x – 1 = 2cosπx.

3. Išreikškite y kintamuoju x, jei [image: image677.png]logyx +log,y =2



 ir nubraižykite grafiką.      [image: image678.png]
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Išnagrinėjus 1 pav. pavaizduotus funkcijų � QUOTE � ��� ir � QUOTE � ��� grafikus, paaiškėja, kad lygtis � QUOTE � ��� turi tik vieną sprendinį � QUOTE � ���.





Nelygybės � QUOTE � ��� sprendiniai yra visi realieji skaičiai x, su kuriais funkcijos � QUOTE � ��� grafikas yra aukščiau už funkcijos � QUOTE � ��� grafiką.


Išnagrinėję 2 pav., matome, kad nelygybės � QUOTE � ��� sprendiniai – tai visi skaičiai x iš atviro intervalo � QUOTE � ���.
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