3. LAISVAI PASIRENKAMI MODULIAI

Laisvai pasirenkami moduliai skirti 9–10 (gimnazijos I–II) klasių mokiniams, kurie domisi matematika, mėgsta samprotauti, savarankiškai dirbti, lanko matematinio ar kūrybinio ugdymo būrelius, dalyvauja matematikos konkursuose ar kitose varžytuvėse (pvz., mėgsta spręsti rebusus, sudoku), nori nuveikti daugiau negu bendramoksliai. Šių rekomendacijų tikslas – trumpai pateikti laisvai pasirenkamų modulių teorinę medžiagą, uždavinių sprendimo pavyzdžių, naudotinos literatūros sąrašą, kad mokytojui netektų gaišti daugybės laiko ieškant mokomosios medžiagos, kad mokytojas turėtų daugiau laiko rengimuisi pamokai ir paieškoms ugdymo(si) organizavimo būdų, padedančių atsiskleisti mokinio gabumams ir galimybėms. Tokio ugdymo(si) organizavimas turi padėti formuoti mokinio gebėjimus stebėti, analizuoti, apibendrinti, kelti hipotezę, daryti išvadas, formuluoti klausimus, diskutuoti, ginti savo nuomonę, mąstyti viso nagrinėto kurso ribose, o ne tik mažais mokomosios medžiagos kiekiais. Metodinėse rekomendacijose pateikta medžiaga (teoriniai klausimai ir uždaviniai su detaliais sprendimais) padės ugdymą organizuoti taip, kad mokinys galėtų mokytis savarankiškai ir savo tempu.
Siūloma uždavinių ar užduočių eilė nėra vienintelė galima, taigi, ji nėra ir privaloma, nes mokiniai mąsto skirtingai ir tai, kas vienam yra sunkiau, kitam yra visai lengva, arba atvirkščiai. Taip pat ir siūlomi uždaviniai savarankiškam darbui visai nebūtinai gali būti ir yra išdėstyti nuo lengviausio iki sunkiausio. Tos eilės šiais laikais palaipsniui atsisakoma ir dažnose matematikos varžytuvėse bei konkursuose, nes juk ir praktikoje yra taip, kad po lengvo iššūkio gali pasitaikyti ir koks gana sunkus – ir net ne vienas.
Apskritai kūrybiškesnes užduotis patartina būtų spręsti suvokiant, kad jeigu kas nors ne iš karto pavyksta, arba visai nesiseka, kad šitai yra visiškai natūralus dalykas (čia derėtų prisiminti visų iš istorijos žinomą patarlę, kad „Roma ne per vieną naktį pastatoma“). Tada reikėtų padaryti pertrauką ir po to geriausia vėl grįžti prie to uždavinio, kad ir koks sunkus (arba lengvas) jis atrodytų. Iš praktinės patirties ir kūrybinės psichologijos yra puikiai žinoma, kad būtent tada mūsų protas tą uždavinį „pamažu nenustodamas nagrinėja toliau“. 
Taigi ir į patį laisvai pasirenkamą modulį reikėtų žiūrėti taip, kad jis tikrai yra „visai neblogai“ prieinamas ir jį galėtų rinktis absoliučiai kiekvienas normalių gabumų, o juo labiau valingesnis ar sugebantis rimčiau susikaupti moksleivis – tik reikia prireikus sugebėti kuriam laikui nuo to uždavinio atsitraukti, kad paskui vėl prie jo sugrįžus būtų galima jį užbaigti, arba pasiekti kokios nors, kad ir nedidelės pažangos (arba bent jau susiplanuoti, kas būtų darytina toliau.


3.1. MODULIS L-1 „RASKITE VIENĄ AR DAUG SKAIČIŲ – AR TAI ĮMANOMA: KAIP IR KODĖL?“

3.1.1. Įvadinės pastabos apie skaičių dalumą

Pastaba apie sumų dalumą ir sveikumą
Tikriausiai pats paprasčiausias pastebėjimas apie sumų ar skirtumų dalumą iš sveikųjų skaičių, kuriuo mes naudojamės dažniausiai, yra toks: jeigu kiekvienas skaičiaus, užrašomo kelių skaičių suma ar skirtumu, pridedamasis arba atimamasis narys dalijasi iš vieno ir to paties sveikojo (dažniausiai teigiamo) nenulinio skaičiaus, tai ir pats skaičius dalijasi iš to skaičiaus.
Šį teiginį galima užrašyti ir tokia forma: jeigu sveikųjų skaičių lygybėje A = B + C + D +...+ X visi minimieji dydžiai A, B, C, D, ..., X, išskyrus kurį nors vieną narį, dalijasi iš kokio nors sveikojo skaičiaus N, tai tada iš skaičiaus N dalijasi ir tas narys.
Tai, kas pasakyta aukščiau apie skaičių dalumą, tinka ir skaičių sveikumui: jeigu sveikųjų skaičių lygybėje A = B + C + D +...+ X visi minimieji dydžiai A, B, C, D, ..., X, išskyrus kurį nors vieną narį, yra sveikieji skaičiai, tai tada jie visi yra sveikieji skaičiai.

Pastaba apie sandaugas
Tokiu atveju dažniausiai naudojamasi tokiu pastebėjimu, arba praktiškai labai pravarčiu teiginiu: jeigu bent vienas sandaugos dauginamasis dalijasi iš kurio nors sveikojo skaičiaus N, tai ir visa sandauga dalijasi iš to sveikojo skaičiaus N.
Atvirkštinis teiginys, savaime aišku, yra neteisingas, nes, pavyzdžiui, 24 = 3·8 dalijasi iš 12, nors nei vienas iš dauginamųjų – nei 3, nei 8 iš 12 nesidalija.
Pagrindinis dalykas, kuris šiuo atveju tikrai išplaukia iš sandaugos dalumo, yra tai, kad jeigu sandauga dalijasi iš kokio nors pirminio skaičiaus p, tai tada kažkuris iš dauginamųjų taip pat dalijasi iš skaičiaus p.

Skaičių dalumo požymiai
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 2 tada ir tiktai tada, kai skaičiaus N paskutinis skaitmuo dalijasi iš 2. Kitais žodžiais tariant, skaičius N dalijasi iš 2 (ir tada jis vadinamas lyginiu), jeigu jo paskutinis skaitmuo yra arba 0, arba 2, arba 4, arba 6, arba 8.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 3 tada ir tiktai tada, kai jo skaitmenų suma S(N) dalijasi iš 3.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 4 tada ir tiktai tada, kai iš 4 dalijasi dviženklis skaičius, sudarytas iš paskutiniųjų dviejų skaičiaus N skaitmenų (arba kai tie paskutiniai skaičiaus N skaitmenys yra nuliai).
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 5 tada ir tiktai tada, kai skaičiaus N paskutinis skaitmuo yra 0 arba 5.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 6 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi iš 2 ir iš 3.
Natūralusis skaičius N = 10 + b, 0 ≤ b < 10, dalijasi iš 7 tada ir tik tada, kai a – 2b dalijasi iš 7.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 8 tada ir tiktai tada, kai skaičius, sudarytas iš trijų paskutiniųjų skaičiaus N skaitmenų dalijasi iš 8 (arba kai jie yra nuliai).
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 9 tada ir tiktai tada, kai jo skaitmenų suma S(N) dalijasi iš 9.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 10, tada ir tiktai tada, kai paskutinysis skaičiaus N (dešimtainės išraiškos) skaitmuo yra 0.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 100, jeigu du paskutinieji jo skaitmenys yra nuliai.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 1000, jeigu trys paskutiniai jo skaitmenys yra nuliai.

Natūralusis skaičius N dalijasi iš, jeigu visi n jo paskutiniųjų skaitmenų yra nuliai.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 11 tada ir tiktai tada, kai to skaičiaus N skaitmenų, esančių nelyginėse vietose, suma yra lygi sumai skaitmenų, esančių lyginėse vietose, arba nuo jos skiriasi skaičiumi, kuris dalijasi iš 11.
Pavyzdžiai:
1. Skaičius 105897 dalijasi iš 11, nes skaitmenų, užimančių „nelygines“ vietas, suma, kuri yra lygi 1 + 5 + 9 = 15, yra lygi sumai skaitmenų, užimančių „lygines“ vietas, nes 0 + 8 + 7 = 15.
2. Skaičius 9 283 659 dalijasi iš 11, nes „nelyginė suma“ 9 + 8 + 6 + 9 = 32 nuo „lyginės sumos“ 
2 + 3 + 5 = 10 skiriasi 22 vienetais (28 – 10 = 22), o skaičius 22 dalijasi iš 11.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 15 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi ir iš 3, ir iš 5.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 25 tada ir tiktai tada, kai du paskutiniai skaičiaus N skaitmenys sudaro skaičių, kuris dalijasi iš 25, t.y., kada tas skaičius baigiasi 00, 25, 50 arba 75.
Natūralusis skaičius N dalijasi iš 30 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi iš 2, 3 ir 5.

Dar vienas dalumo iš 3 (ir iš 9) pateikimo būdas
Matematikoje, kaip taisyklė, kartais yra labai patogu „praplėsti nagrinėjamųjų objektų aibę“. Šiuo atveju mums būtų neblogai pamėginti kalbant apie dalumo iš 3 ar 9 požymius, aprėpti visus natūraliuosius skaičius, o ne vien tuos, kurie iš 3 ar iš 9 dalijasi.
Tokiu atveju mes turėsime kalbėti ir apie skaičių dalybos liekanas, nes juk tikrai ne visi natūralieji skaičiai iš 3 (ar juo labiau iš 9) dalijasi.
Taip, kaip jau minėta, formuluodami dalumo iš 3 ir iš 9 požymius, suformuluosime juos taip, kad bus apimti jau ne vien tik skaičiai, kurie dalijasi iš 3 ar 9, o jau visi natūralieji skaičiai 
1, 2, 3, …, N. 
Toks apibendrinimas jokių teorinių sunkumų nesukelia (ir negali jų sukelti), nes jo esminis turinys sako tą patį, ką sako ir tie „labiau įprasti“ dalumų požymiai – tik jis yra instrumentiškai patogesnis, nes labai dažnai formuluojant dalumo požymius yra patogu juos formuluoti labiau praplėsta ir į liekanas atsižvelgiančia forma.

Praplėstieji liekanas minintys dalumo iš 3 ir iš 9 požymiai
Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 3 liekaną, kokią turi to skaičiaus N skaitmenų suma S(N) dalijant ją iš 3.
Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 9 liekaną, kokią turi to skaičiaus N skaitmenų suma S(N) dalijant ją iš 9.
Paprastai sakant, jeigu mes žiūrėtume vien tik į gaunamas pirmosios skaičių šimtinės dalybos iš 3 liekanas, tai iš pirmosios šimtinės skaičių 1, 2, 3, ..., 98, 99 ir 100 pagal liekanas pirmoji liekana yra skaičiaus 1 dalybos iš 3 liekana (ir taip iš eilės toliau). 
Bet 1 pats yra ir dalybos iš 3 liekana. Toliau eitų skaičius 2, kuris irgi pats yra ir dalybos iš 3 liekana.Toliau einantis skaičius 3, suprantama, dalijasi iš 3, todėl jo dalybos iš 3 liekana yra 0. Dar toliau viskas pradeda kartotis, nes skaičius 4 vėl duoda liekaną 1, skaičius 5 – duoda liekaną 2, o dar sekantis skaičius 6 – vėl dalijasi iš 3, todėl jo liekana bus lygi 0. Toliau viskas vėl kartojasi trijų vienetų ilgio ciklu 1, 2, 0 ir toliau vėl taip pat 1, 2, 0, 1, 2, 0,... ir taip iki pačios paskutiniosios liekanos. Toji paskutinė liekana yra 1, nes tokia yra 100 dalybos iš 3 liekana, kadangi 100 = 3 · 33 + 1. Todėl liekanų, lygių 1, gausime viena daugiau, negu liekanų 0 ir 2 (nes 1 yra lygios paties pirmojo skaičiaus 1 ir paties paskutiniojo skaičiaus 100 dalybos iš 3 liekanos), todėl jeigu skirstytume liekanas pagal tai, kiek kokių liekanų gavome, tai išeitų, kad liekanų 0 yra trisdešimt trys, liekanų, lygių 1, kaip sakėme, yra viena daugiau, kaip visų kitų, todėl jų turi būti trisdešimt keturios, galop liekanų, lygių 2, vėl viena mažiau, kaip prieš tai buvusių liekanų, arba vėl trisdešimt trys.
Patogumo dėlei galime gautuosius duomenis surašyti į lentelę, kuri bus mums pravarti nagrinėjant modulio uždavinius su kortelėmis nuo 1 iki 100, nes ten mes susidursime ir su pirmosios šimtinės skaičių dalumo iš 3 liekanomis ir su tų liekanų sumomis.
Kitaip tariant, jeigu mes paimtume šimtą pirmųjų skaičių
1,   2,   3,   4,   5,   6,   7,   8,   9,   10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26. 27, 28, 29, 30,
31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,
71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90,
91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100,
tai jų dalybos iš 3 liekanos, imant jas iš eilės, būtų
1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,   0,  1,
2,    0,  1,   2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,
0,    1,  2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,   0,
1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,  0,   1,
2,    0,  1,   2,   0,   1,   2,   0,  1,   2,
0,    1,  2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,   0,
1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,  0,   1,
2,    0,  1,   2,   0,   1,   2,   0,  1,   2,
0,    1,  2,   0,   1,   2,   0,   1,  2,   0,
1,    2,  0,   1,   2,   0,   1,   2,  0,   1.
Kitus dalumo iš vienaženklių (ir kitokių skaičių) požymius formuluosime labiau įprastu būdu, arba be liekanų (nors jau suvokėme, kad dalumo požymių formuluotė paminint ir galimas liekanas tikrai nėra nei sunkiau formuluojama, nei sunkiau suvokiama).
O praktiškai žiūrint ji kartais yra patogesnė, nes, kaip jau nurodėme, dažnai būna patogiau kalbėti ne tik apie dalį skaičių (arba „tik“ apie skaičius, kurie iš ko nors dalijasi), o apie visus skaičius (o jau tada „neišvengiamai“ turime kalbėti ir apie galimas tų skaičių dalybos liekanas).

Dalumo iš 99, 999, 9999, ... požymiai
Dalumo iš 99, 999, 9999, ... požymiai iš esmės nedaug tesiskiria nuo to dalumo iš 9 požymio praplėstosios formos, kur mes kalbame ir apie liekanas. (Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 9 liekaną, kokią turi to skaičiaus N skaitmenų suma).
Palyginkite ir įsitikinkite, kad jokių esminių skirtumų tarp dalumo iš 9, 99, 999, 9999, ...
požymių nėra.
Natūralusis skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 99 liekaną, kokią turi to skaičiaus N dviženklių „fragmentų“ suma.
Pastaba. Skaičiaus N = 431244 dviženkliais „fragmentais“ yra laikomi dviženkliai skaičiai 44, 12 ir 43, kuriuos gauname, skirstydami tą skaičių (einant iš dešinės į kairę) po du pradinio skaičiaus skaitmenis. Panašiai skaičiaus K = 3411243 dviženkliai fragmentai yra 43, 12, 41 ir 3, o abiejų tų skaičių (431244 ir 3411243) dviženklių fragmentų suma, kuri vienu atveju yra 
44 + 12 + 43, o kitu atveju – 43 + 12 + 41 + 3, abiem atvejais yra 99, todėl pagal suformuluotą dalumo iš 99 požymį abu tie skaičiai 431244 ir 3411243 dalijasi iš 99.
Tų požymių įrodymas niekuo nesiskiria nuo dalumo iš 9 (ar iš 3) požymių įrodymo, kurie gaunami nagrinėjant tų skaičių ir jų skaitmenų sumų skirtumus.
Panašiai galėtume tęsti toliau ir sakydami, kad N turi tokią pačią dalybos iš 999 liekaną, kokią turi to skaičiaus N triženklių „fragmentų“ suma.
Pagal šį požymį skaičiai 444555 ir 1444554 „iš karto“ dalijasi iš 999 ,nes tų skaičių triženklių „fragmentų“ suma abiem atvejais yra 444 + 555 = 999 = 1 + 444 + 554.
Nebūtų sunku iš analogijos suformuluoti panašų požymį ir tokiu atveju, kai daliname iš tokio skaičiaus, kurio (dešimtainėje) išraiškoje yra ir daugiau devynetų.
Skaičius N turi tokią pačią dalybos iš 999...9 (išraiškoje n devynetų) liekaną, kokią turi jo visų „n-fragmentų“ suma (imant juos iš dešinės į kairę).
Todėl, pavyzdžiui, 10-ženkliai skaičiai su visais skirtingais skaitmenimis 1 234 567 890 ir 9 876 543 210 iš 99 999 nesidalija, o 1 526 084 739 ir 3 157 968 420 iš 99 999 dalijasi.
Tikrai, pirmaisiais dviem atvejais turime sumas 67 890 + 12 345 = 80235 ir 
43210 + 98 765 = 141975, kurios nei viena iš 99 999 tikrai nesidalija, o paskutiniaisiais dviem atvejais tokios sumos yra atitinkamai 84 739 + 15 260 ir 68 420 + 31 579, kurios abi yra lygios 99 999.

3.1.2. Skaičių dalumo požymių taikymas uždaviniuose

Vieno įdomaus uždavinio sprendimas
Kiek yra 10-ženklių skaičių, kurių dešimtainiame užraše visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi iš 99 999?
Pereidami prie 5-ženklių fragmentų mes tuojau suvokiame, kad mums reikia sužinoti, kiek yra tokių penkiaženklių skaičių porų, kurių užraše panaudojami visi 10 skaitmenų 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir 0 ir kurių suma yra lygiai 99 999.
Pastaba. Užtenka nagrinėti atvejį, kai abiejų 5-ženklių fragmentų suma yra lygi 99 999, nes jeigu abiejuose 5-ženkliuose fragmentuose sunaudojami visi 10 skirtingų skaitmenų, tai sekančio 
99 999 kartotinio, kuris yra lygus 199 998, mes jau nebegalėsime gauti.
Todėl mums lieka surasti, kiek yra tokių skirtingų penkiaženklių skaičių porų, kurių dešimtainiame užraše panaudoti visi 10 skirtingų skaitmenų ir kurių suma yra 99 999.
Pirmiausiai pastebime, jog jei dviejų penkiaženklių skaičių suma yra 99 999, tai tokioje sumoje negalėjo būti vienetų perkėlimo į aukštesnį skyrių (jei tokių perkėlimų būtų buvę, tai sudėdami du penkiaženklius skaičius, skaičiaus 99 999 niekaip negalėtume gauti).
Todėl paimti pirmąjį dešimtženklio skaičiaus skaitmenį galime 9 būdais (nes 10-ženklis skaičius neprasideda 0) ir tada 6-tasis skaitmuo bus tas, kuris, sudėjus su pirmuoju duos 9 – vienetų perkėlimo į aukštesnį skyrių, kaip jau sakėme, negali būti. 
Paimti antrąjį 10-ženklio skaičiaus skaitmenį dabar galime 8 būdais (nes du skaitmenys – pirmas ir šeštas jau užimti), toliau parinkti trečiąjį skaitmenį galime 6 (nes jau 4 skaitmenys užimti) būdais, toliau ketvirtajam pirmojo penkiaženklio skaičiaus skaitmens parinkimui dar lieka 4 skaitmenys ir galiausiai paskutinįjį, penktąjį skaitmenį, dar galima parinkti 2 būdais.
Todėl iš viso tokio 10-ženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 99 999, pagal kombinatorinį daugybos principą, yra 9 ∙ 8 ∙ 6 ∙ 4 ∙ 2 = 3456.

Uždaviniai savarankiškam darbui
1. Kiek yra keturženklių skaičių, kurie dalijasi be liekanos iš 99? 
Atsakymas: 91, arba {1089, 1188, 1287,..., 9801, 9900 ir 9999}.
2. Kiek yra keturženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 99?
Atsakymas: 9 ∙ 8 = 72.
3. Kiek yra šešiaženklių skaičių, kurie dalijasi be liekanos iš 999? 
Atsakymas: 901, arba{100 899, 101 898, 102 897,..., 998 001, 999 000, 999 999}.
4. Kiek yra šešiaženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 999? 
Atsakymas: 9 ∙ 8 ∙ 6 = 432.
5. Kiek yra aštuonženklių skaičių, kurie dalijasi be liekanos iš 9 999?
Atsakymas: 9001, arba{10008999, 10018998, 10028997,..., 99980001, 99990000. 99999999}.
6. Kiek yra aštuonženklių skaičių, kurių visi skaitmenys yra skirtingi ir kurie dalijasi be liekanos iš 9 999? 
Atsakymas: 9 ∙ 8 ∙ 6 ∙ 4 = 1728.

Pirmosios skaičių šimtinės skaičių virtinių sumų po 3, 4, 5 ir 6 dalyba iš 3
Turime 100 kortelių, kuriose, po vieną skaičių kiekvienoje kortelėje, surašyta visa skaičių 
1, 2, 3, ...., 98, 99 ir 100 virtinė. Vėliau iš to šimto kortelių nežiūrėdami imsime korteles. 
Tą patį matematinį turinį galėtume perteikti ir sakydami, kad turime 100 pirmųjų skaičių ir nežiūrėdami, be pasikartojimų, juos rašome į skaičių virtinę. 
1 uždavinys
Nežiūrėdami imame 3 korteles ir dedame jas ant stalo. Ar būtinai padėtųjų skaičių suma dalysis be liekanos iš 3?
Kitu atveju tas pirmasis uždavinys atrodytų taip: Atsitiktinai be pasikartojimų parašėme tris pirmosios skaičių šimtinės 1, 2, 3, ...., 98, 99 ir 100 skaičius. Ar būtinai tų trijų jau užrašytų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3?
Sprendimas. Savaime suprantama, kad nebūtinai. Pavyzdžiui, galėjo pasitaikyti skaičiai 2, 3, 5 ir dabar gana būtų pasakyti, kad jų suma 2 + 3 + 5 = 10 iš 3 be liekanos juk tikrai nesidalija. 
Atsakymas. Ne, kaip ką tik matėme pavyzdyje, trijų atsitiktinių skaičių suma nebūtinai dalijasi be liekanos iš 3.
O dabar imkime rašyti šiek tiek ilgesnes virtines, o klauskime ir vėl apie tai, kokius tris 
skaičius iš jų pasisektų rasti.
2 uždavinys
Aklai be pasikartojimų parašome dabar jau nebe 3, o 4 pirmosios šimtinės skaičius. Gal dabar jau būtinai tarp parašytųjų skaičių rasis tokie trys skaičiai, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3?
Atsakymas vėl yra neigiamas. Ne, nebūtinai.
Pavyzdys. Pasitaikius skaičiams 1, 2, 4, 5 tokių trijų skaičių tarp jų surasti nepavyktų, nes, dėliodami visais įmanomais būdais po tris skaičius, arba rašydami sumas 
2 + 4 + 5, 1 + 4 + 5, 1 + 2 + 5, 1 + 2 + 4
gauname atitinkamai sumų 11, 10, 8, 7 virtinę. Joje iš 3 besidalijančių skaičių nėra.
Dabar mes matome, kad mums svarbu ne tiek tai, kokie tie mūsų pasirinktieji skaičiai iš tikrųjų yra, o labiau, arba net visų pirma reikšminga yra (tik) tai, kokios yra tų pasirinktųjų skaičių dalybos iš 3 liekanos.
Kitais žodžiais kalbant, jeigu mes uždaviniuose imtume jau ne skaičius 1, 2, 3, ..., 98, 99, 100, o jų dalumo iš 3 liekanas, arba, mūsų atveju, 34 vienetus (vietoje skaičių 1, 4, 7, ..., 94, 97, 100), toliau dar 33 dvejetus (vietoje 33 skaičių 2, 5, 8, 95 ir 98)ir galop dar ir 33 nulius (vietoje 33 skaičių 3, 6, 9, ...., 99),tai uždavinio esmė nuo to nepasikeistų, o pats sprendimas pasidarytų techniškai šiek tiek paprastesnis ir gal lengviau suvokiamas.
Tiktai mūsų atveju skaičius pakeitus jų dalybos iš 3 liekanomis, arba perėjus nuo pačių skaičių prie jų atitinkamų liekanų, šiek tiek parankiau darosi kalbėti jau nebe tiek apie atsitiktinai į eilę rašomas tokių liekanų virtines, o vaizduotis, jog Martynas turi kišenėje 100 kortelių, su ant 34 iš jų užrašytais 1-tais, dar 33 – su užrašytais 2-tais ir dar 33 – su ant jų parašytais 0-is, nors kartais ir toliau kalbėsime apie 100 kortelių su skaičiais nuo 1 iki 100. Ir toliau taip formuluosime kitus uždavinius.
3 uždavinys
Kiek kortelių reikėtų nežiūrint paimti iš tos pačios kišenės, kad tarp paimtųjų jau garantuotai rastųsi tokios trys kortelės, kad jų suma būtų dali iš 3?
Sprendimas. Įsitikinsime, kad tam visiškai pakanka nežiūrint atsitiktinai paimti daugių daugiausiai 5 korteles. Iš tikrųjų, jeigu mes pažiūrėtume į penkių skaičių dalumo iš 3 liekanas, tai tada gali būti, kad dalijant mums ir pasitaikė trys skaičiai, duodantys visas įmanomas tokios dalybos iš 3 liekanas 0, 1, 2. Tada tokių trijų pasitaikiusių skaičių liekanų suma pati dalijasi iš 3, vadinasi, iš 3 būtų tikrai pasidalijusi ir pačių tų skaičių suma. Kitu atveju, jeigu tarp tų penkių paimtųjų liekanų nerandame visų trijų galimų skirtingų liekanų, vadinasi, mums pasitaiko tik daugiausiai dvi skirtingos dalumo iš 3 liekanos. Kadangi tų liekanų, kaip sakyta, yra penkios, o skirtingų liekanų dabar tik dvi, tai viena kuri nors iš tų dviejų liekana tikrai pasikartos 3 kartus ir tų trijų skaičių suma ir pati dalysis be liekanos iš 3.
Atsakymas. Reikia daugiausiai 5 skaičių, kad tarp jų visada garantuotai rastųsi tokie trys skaičiai su iš 3 besidalijančia tokių skaičių suma. 
Toliau mes mėginsime išsiaiškinti, kiek skaičių reikėtų paimti, kad iš 3 garantuotai dalytųsi ir didesnio skaičiaus aklai paimtųjų kortelių suma.
4 uždavinys
Atsitiktinai imame 6 kortelių (skaičių) virtinę. Ar būtinai tų 6 aklai parinktųjų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3? 
Atsakymas: ne, nebūtinai, pavyzdžiui netinka virtinė 1, 1, 1, 1, 1, 0. 
5 uždavinys
Atsitiktinai imame 7 kortelių (skaičių) virtinę. Ar būtinai tarp tų jau parinktųjų visada garantuotai rasis tokios 6 kortelės, kad jų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3? 
Atsakymas ir vėl yra neigiamas: ne, nebūtinai, pavyzdžiu gali būti bet kokia 5-ių vienetų ir 2-jų nulių virtinė 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0.
Tikrai, kadangi tų visų septynių liekanų suma yra 5, tai atmetus vieną skaičių, arba imant tik 6 skaičius ta suma gali arba likti 5 (kai atmetame 0), arba vienu vienetu sumažėti ir būti lygi 4 (kai atmetame 1).
Abiem atvejais toji suma iš 3 tikrai nesidalija. 
6 uždavinys
Atsitiktinai imame 8 kortelių (skaičių) virtinę. Ar būtinai tarp tų jau parinktųjų kortelių (skaičių) visada rasis tokios 6 kortelės, kad jų skaičių suma dalijasi be liekanos iš 3?
Spręsdami vėl remsimės 3 uždaviniu, kuriame buvo paaiškinta, kad paėmus 5 bet kokias korteles, tarp jų visada garantuotai rasis tokios trys, kurių suma pati dalijasi be liekanos iš 3.
Mūsų samprotavimo tvarka bus tokia: iš tų 8 paimtųjų pirmiau paimsime bet kokias 5 ir iš jų pagal tai, kas buvo įrodyta, visada galėsime parinkti tokias 3, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3.
Atskyrus tuos tris skaičius su iš 3 besidalijančia suma nuo tų 8 skaičių, vėl turėsime kitus 5 skaičius. Iš tų 5-ių skaičių vėl išskirsime kitą iš 3 besidalijantį skaičių trejetą. Tie du trejetai ir sudarys tuos 6 skaičius, kurių suma dalijasi iš 3.
Atsakymas. Taip, tai visada įmanoma. Turėdami 8 bet kokius skaičius tarp jų visada galima rasti tokius 6 skaičius, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3.
Pereisime prie uždavinių susijusių tuo, kad tarp paimtųjų kortelių rastųsi arba 4, arba 5 kortelės su vėl iš 3 besidalijančia skaičių suma.
7 uždavinys
Iš 100 kortelių su skaičiais nuo 1 iki 100 atsitiktinai paimame 10 kortelių. Ar visada tarp tų paimtųjų kortelių visada rasis tokios 4 kortelės su iš 3 besidalijančia paimtųjų skaičių suma?
Atsakymas. Ne, taip yra ne visada.
Pavyzdžiu galima imti 10-ties vienetų virtinę1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1. Tą patį gautume imdami ir 10-ties dvejetų virtinę 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2.
Taip yra todėl, kad pirmuoju atveju bet kurių 4 skaičių suma būtų visada 4, o kitu atveju – visada 8, ir todėl iš 3 niekada nesidalija.
8 uždavinys
Ar tam, kad visada atsirastų 4 skaičiai su iš 3 besidalijančia skaičių suma, gana būtų paimti:
(A) 20 skaičių?
(B) 25 skaičius?
(C) 30 skaičių?
(D) 33 skaičius?
(E) 34 skaičius?
(F) 35 skaičius?
(G) 36 skaičius?
(H) 37 skaičius?
Neigiamas atsakymas, pavyzdžiui, į dalį (D), savaime suprantama, reiškia neigiamą atsakymą ir į (A), (B), (C) dalis.
Vėl, panašiai kaip 7 uždavinyje, tinka ištisinė vienetų, šį kartą 33-jų, virtinė.
(D) dalies atsakymas yra: ne, ne visada. Nes yra virtinė su 33 vienetais. Kadangi vienetai yra netgi ne tik 33, bet net ir 34 (jeigu paimtume juos visus, jų ir yra, kaip sakyta, 34), tai neigiamas būtų atsakymas ir į dalį (E).
(E) dalies atsakymas: ne, ne visada. Pavyzdžiu imama 34 vienetų virtinė 1, 1, 1,..., 1, 1.
Pavyzdys su 34 vienetais ir 1 dvejetu rodo, kad neigiamas yra ir atsakymas į dalį (F).
(F) dalies atsakymas: ne, ne visada.
Dalį (G), kad atsakymas yra jau „TAIP“, galima būtų griežtai įrodyti – pamėginkite tai padaryti savarankiškai.
Dar kartą primename, kad tada reikėtų įrodyti, jog paėmus bet kokius 36 skaičius, tarp tų skaičių visada rasis tokie 4 skaičiai, kurių suma dalijasi be liekanos iš 3.
Taigi (F) dalies atsakymas yra teigiamas: taip, visada galima.
Teigiamas atsakymas į dalį (F) reiškia, kad teigiamas yra atsakymas į dalį (H), kai imame jau nebe 36, o 37 korteles:
(H) dalies atsakymas: taip, visada.
9 uždavinys yra visiškai panašus į 8 uždavinį, tik vietoje 4 kortelių su iš 3 besidalijančia suma, dabar bus penkios kortelės su iš 3 besidalijančia suma. Taip turime naują uždavinį.
9 uždavinys
Ar tam, kad visada atsirastų 5 skaičiai su iš 3 besidalijančia skaičių suma, gana būtų paimti:
(D) (A) 20 skaičių?
(E) (B) 25 skaičius?
(F) (C) 30 skaičių?
(G) 33 skaičius?
(H) 34 skaičius?
(I) 35 skaičius?
(J) 36 skaičius?
(K) 37 skaičius?
9 uždavinys skiriamas savarankiškam darbui, pavyzdžių konstravimui ir įrodinėjimui. Paranku ir tai, kad visi atsakymai pasirodo esantys tokie patys, kaip ir 8 uždavinyje, todėl bus į ką orientuotis. Suprantama, konkretūs pavyzdžiai, iliustruojantys tuos atsakymus, bus, suprantama, kiti.
Šis uždavinys yra paimtas iš Baltarusijos rajoninių olimpiadų knygutės, kur yra ir daugiau įdomių ir patrauklių uždavinių.

3.1.3. Daliklių virtinės. Kas galima ir kas negalima

Paimkime tris iš eilės einančius skaičius 1, 2 ir 3 ir paklauskime, ar yra tokie kiti skaičiai, pavadinkime juos A, B ir C, kad trijų galimų tokių skaičių porų (A, B), (A, C) ir (B, C) didžiausieji bendrieji dalikliai ir būtų tie trys pirmieji iš eilės einantys skaičiai 1, 2 ir 3. Klausimas atrodo paprastas, atsakymą surasti taip pat nesudėtinga.
Taip, tokie trys skaičiai A, B ir C egzistuoja. Sakysime, galima imti skaičius 2, 3 ir 6.
Čia turėjo reikšmės tokia paprasta aplinkybė, kad turint tris skirtingus elementus, iš jų galima sudaryti tris skirtingų elementų poras, jeigu elementų tvarka pačios poros viduje mums nesvarbi. Didėjant elementų skaičiui elementų porų skaičius didėja daug greičiau negu pačių elementų skaičius.
Nesunku įsitikinti (išvardijant arba „konkrečiai“ surašant), kad turėdami keturis elementus A, B, C ir D galima sudaryti jau šešias tokių elementų poras, jei, kaip ir anksčiau, nekreiptume dėmesio į elementų eilę pačioje poroje.
Turint penkis elementus A, B, C, D ir E tokių porų galėtume sudaryti jau dešimt, o turint šešis elementus A, B, C, D, E ir F – jau penkiolika.
Uždavinys
Prisimenant gana sėkmingą pradžią, dabar galima kelti klausimą: ar egzistuoja tokie šeši natūralieji skaičiai A, B, C, D, E ir F, kad visi galimi didžiausieji visų galimų jų porų dalikliai sudarytų „natūralią“ aibę 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ir 15?
Sprendimas.
Įsivaizduokime, kad tokius šešis natūraliuosius skaičius A, B, C, D, E ir F kažkaip pavyko rasti. Galėtume vaizduotis juos esant voke, tik mes tų skaičių iš voko dar neištraukėme.
Tame voke yra ir tokia skaičių pora, nemažindami bendrumo ir konkretumo sakykime, kad ją sudaro skaičiai A ir B, kurių bendras didžiausias daliklis yra 7. Tada, suprantama, abu tie skaičiai A ir B tikrai dalijasi be liekanos iš 7.
Pagal prielaidą tame pačiame voke yra ir dar kita skaičių pora, kurios bendras didžiausiasis daliklis yra 14. Kokie gi skaičiai tada priklauso tai kitai skaičių porai?
Dabar galimi du atvejai:
Pirmasis atvejis: į tą kitą porą įeinantys skaičiai yra kiti, negu tie, kurie buvo minėti įeinantys į pirmąją porą. Tada mes, vėl nemažindami nei bendrumo, nei konkretumo, galime sakyti, kad tai yra kiti skaičiai C ir D.
Antrasis atvejis: Į tą porą gali įeiti ir vienas kuris iš tų skaičių, kurie įeina į pirmąją porą, sakykime, kad tai skaičius B (kitas poros skaičius būtinai turi būti skirtingas, sakykime, kad tai yra skaičius C, nes juk abu tų dviejų porų skaičiai sutapti tikrai negali).
Abiems tiems atvejams – tiek pirmajam, tiek ir antrajam – bendra yra tai, kad visada atsiranda dar vienas skaičius C, skirtingas nuo A ir B, kuris, kaip besidalijantis be liekanos iš 14, savaime aišku, taip pat dalijasi be liekanos ir iš 7.
Taigi abiem tais atvejais – tiek pirmuoju, tiek ir antruoju – voke jau yra mažų mažiausiai trys skaičiai, besidalijantys be liekanos iš 7.
Tačiau trys be liekanos iš 7 besidalijantys skaičiai garantuoja mums tris skirtingas tokių skaičių sudaromas poras, o pagal sąlygą visų porų didžiausieji bendri dalikliai yra skirtingi – nes skirtingų porų šeši skirtingi skaičiai sudaro irgi penkiolika (kaip ir skaičių nuo 1 iki 15 yra juk irgi 15).
Todėl trijų skaičių porų tokių, kad kiekvienas poros skaičius dalijasi iš 7, bendri didžiausieji dalikliai irgi dalysis iš 7. Kadangi visi tie bendri didžiausieji dalikliai yra skirtingi, tai tarp skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ir 15 turėtų atsirasti trys skirtingi iš 7 besidalijantys skaičiai, bet jų yra tik du, būtent 7 ir 14, o mums reikėtų trijų.
Gautasis prieštaravimas įtikina mus, kad tokių šešių skaičių nei tame, nei kitame voke surasti negalima.
Pabaigai siūlome skaitytojui išspręsti tokių uždavinių.
1. Ar galima bet kuriems trims skirtingiems sveikiesiems teigiamiems skaičiams k, l, m nurodyti tokius sveikuosius teigiamus skaičius A, B ir C, kad trijų jų sudaromų porų (A, B), (A, C) ir (B, C) bendri didžiausieji dalikliai būtų būtent tie trys iš anksto nurodytieji skaičiai k, l, m?
2. Ar galima būtų surasti tokius keturis skaičius A, B, C ir D, kad visų šešių įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (B, C), (B, D) ir (C, D) bendri didžiausieji dalikliai būtų skaičiai 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 (gal būt kita tvarka)?
3. Ar galima būtų surasti tokius keturis skaičius A, B, C ir D, kad visų šešių įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (B, C), (B, D) ir (C, D) bendri didžiausieji dalikliai (visi 6) būtų skirtingi skaičiai?
4. Ar galima būtų surasti tokius penkis skaičius A, B, C, D ir E, kad visų dešimties įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (B, C), (B, D), (B, E), (C, D), (C, E) ir (D, E) bendri didžiausieji dalikliai būtų skaičiai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir 10 (gal būt kita tvarka)?
5. Ar galima būtų surasti tokius penkis skaičius A, B, C, D ir E, kad visų dešimt įmanomų tokių skaičių sudaromų porų (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (B, C), (B, D), (B, E), (C, D), (C, E) ir (D, E) bendri didžiausieji dalikliai (visi dešimt skaičių) būtų skirtingi?
6. Ar galima būtų surasti tokius šešis skaičius A, B, C, D, E ir F, kad visų penkiolikos įmanomų tokių skaičių sudaromų porų bendri didžiausieji dalikliai (visi penkiolika skaičių) būtų skirtingi?
Atsakymai:
1. Ne, ne visada, pavyzdžiui, negalima būtų gauti skaičių 1, 2 ir 4.
2. Negalima.
3. Galima.
4. Negalima.
5. Galima.
6. Galima.

3.1.4. Skaičių kodavimas

Kaip galima pakeisti skaičių perkėlus vos vieną jo skaitmenį iš vieno galo į kitą?
Filosofinis atsakymas į šį klausimą yra aiškus. Skaičius N perkėlus vieną jo skaitmenį iš pradžios į galą (arba, atvirkščiai, iš galo į pradžią) gali visai nepasikeisti, pavyzdžiui, skaičius 
11111 tikrai nepasikeis, jeigu mes jo paskutinį skaitmenį perkelsime į priekį ar pirmąjį skaitmenį perkelsime į galą.
Tačiau dažniausiai skaičius N nuo tokio perkėlimo pasikeičia, pavyzdžiui, toks yra kad ir pats artimiausias skaičiaus 11111 kaimynas 11112.
Nesvarbu, ar pirmąjį skaitmenį kelsime į galą, ar paskutinį skaitmenį į priekį, skaičius pasikeis – jis virs arba skaičiumi 21111, arba skaičiumi 11121, vadinasi, šiuo atveju jis visada pasikeičia.
„Aritmetinis“ panašaus klausimo kėlimas gali turėti ir daugiau variantų, nes „aritmetinis“ tokio klausimo kėlimas labiau susijęs ne tiek su klausimu, ar pasikeis, bet gal labiau su klausimu, kiek konkrečiai koks skaičius gali pasikeisti ir kiek negali.
Kitais žodžiais kalbant, šiuo atveju aritmetinis klausimo kėlimas pratęsia filosofinį ir suteikia galimybę pasidomėti dar ir vadinamosiomis kiekybinėmis smulkmenomis, kurios kartais būna gana intriguojančios.
Keliam skaitmenį į priekį
1 uždavinys
Pavyzdžiu galėtume imti kitą labai gerai žinomą klasikinį aritmetikos uždavinį iš ciklo
„Negi taip gali būti?“
Šešiaženklis natūralusis skaičius baigiasi skaitmeniu 4. Tą 4 perkėlus „į priekį“ skaičius pasidaro 4 kartus didesnis. Ar taip tikrai esti?
Pirmiausiai pastebėkime, kad geresniam spėresniam skaičiuokliui tai joks ne uždavinys, juo labiau tai ne uždavinys bet kuriai kompiuterinei programai – ji vienaip ar kitaip – per vieną sekundę ar per dvi – paims ir perrinks visus tuos skaičius (jai tai tepasirodys tik keli skaičiai) ir išspausdins atsakymą greičiau, negu mes baigsime skaityti šį sakinį.
Na, o ką daryti paprastam žmogui, tarkime, tokiam, kuris dar nelabai moka įsijungti skaičiuoklį arba nelabai nori tai daryti, bet popieriaus lapą su savimi dar turi pasiėmęs. Jis gali, pasiėmęs tą lapą, jame užrašyti tą šešiaženklį skaičių. 
Prieš 4-to perkėlimą į priekį tas skaičius atrodys taip:
☻ ♠ ♣ ♥ ♦ 4
Po perkėlimo jis pasikeis ir bus toks:
4 ☻ ♠ ♣ ♥ ♦
I būdas. Pagal sąlygą jis nuo to 4-to perkėlimo iš galo į pradžią paketurgubėja, arba prisiminus daugybą stulpeliu, tą nepaprastai aiškią ir patogią informacijos perteikimo ir kodavimo priemonę, jis „įgyvendina“ tokią lygybę:
	
	☻ ♠ ♣ ♥ ♦ 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ ♣ ♥ ♦


Tačiau daugyba stulpeliu juk atliekama taip: paskutinį (vienetų) skaitmenį 4 mes turime padauginti iš 4. Padauginę gausime 16 ir tą skaičiaus 16 vienetų 6-tą mes ir privalome apačioje, žemiau brūkšnio, rašyti paskutiniuoju sandaugos skaitmeniu tiksliai į tą vietą, kurioje yra ♦. Vadinasi, ♦ = 6.
Įrašę tą 6-tą abiejose vietose – nes jį privalu įrašyti ir dauginamajame, ten irgi yra ♦, turėsime jau „konkretesnį“ daugybos stulpeliu užrašą
	
	☻ ♠ ♣ ♥ 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ ♣ ♥ 6


Tęsiame daugybą stulpeliu. Ką gi mes turime daryti toliau? Pirmiausiai mes turime prisiminti, jog rašydami apačioje po brūkšniu 6-tą mes dar esame įpareigoti tą dešimčių 1-tą (juk buvo 4∙4 = 16) perkelti į aukštesnį – šiuo atveju dešimčių skyrių.
Todėl toliau kalbėsime taip: keturi kart šeši (lygu) dvidešimt keturi ir (dar) vienas mintyje (lygu) dvidešimt penki – penkis rašome, du (lieka) mintyje (ir tie du, likę „mintyje“ bus keliami į gretimą, aukštesnį, arba jau į šimtų skyrių).
Tačiau apačioje, kur turėtume rašyti 5, pagal mūsų uždavinio sąlygą puikuojasi ♥. Todėl 
♥ = 5 ir patikslinus
	
	☻ ♠ ♣ 5 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ ♣ 5 6


Dabar galime padaryti dar vieną žingsnį (primename, kad dabar į šimtų skyrių yra keliami jau 2). Taigi tęsiame: penki kart keturi (lygu) dvidešimt, (ir dar) du mintyje (lygu) dvidešimt du – du rašome, du (lieka) mintyje (ir tie du, likę „mintyje“, bus keliami į gretimą, aukštesnį, arba dabar jau į tūkstančių skyrių). Bet ten, kur mes dabar, nuosekliai tęsdami veiksmus, privalėtume rašyti tuos 2, yra parašytas ♣, vadinasi, ♣ = 2 ir po dar vieno „pakonkretinimo“ žinome jau dar daugiau:
	
	☻ ♠ 2 5 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ ♠ 2 5 6


Lieka tik tęsti: du kart keturi (lygu) aštuoni, (ir dar) du mintyje (lygu) dešimt – nulį rašome, vienas (lieka) mintyje (ir tas vienetas, likęs „mintyje“, bus keliamas į gretimą, aukštesnį, arba dabar jau net dešimčių tūkstančių skyrių).
Bet ten, kur tuoj bus 0, pagal dabartinę daugybos stulpeliu koduotę yra parašytas ♠,vadinasi, turi būti ♠ = 0, o tada jau beveik viskas aišku:
	
	☻ 0 2 5 6 4

	x
	4

	
	4 ☻ 0 2 5 6


Beliko sužinoti, kam lygus ☻, arba pasakyti paskutinį sakinį: nulis kart keturi (lygu) nulis, (ir dar) vienas mintyje (lygu) vienas – vieną rašome, nieko (nelieka) mintyje (ir nieko nereikės kelti į gretimą, aukštesnį, arba jau šimtų tūkstančių skyrių). Vadinasi, 1 turime rašyti vietoje ☻ ir visa galutinai paaiškėja:
	
	1 0 2 5 6 4

	x
	4

	
	4 1 0 2 5 6


Atsakymas. Ieškomasis skaičius yra 102564.

II būdas. Visiškai tą patį būtume galėję padaryti, jeigu būtume „pritaikę“ dalybą stulpeliu: tada turėtų būti:
	4
	☻
	♠
	♣
	♥
	♦
	4

	
	
	
	
	
	
	☻ ♠ ♣ ♥ ♦ 4


Dabar, kadangi 4 „telpa“ į 4 „vieną kartą“, todėl ☻ yra 1 ir tada, patikslinus, pati dalybos kampu pradžia būtų tokia:
	4
	1
	♠
	♣
	♥
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 ♠ ♣ ♥ ♦ 4

	
	1
	
	
	
	
	


Dabar norint padaryti žingsnelį į priekį daug laužyti galvos nereikia, nes 4 į 1 „nė karto netelpa“, todėl paimti galėsime tik po „0 kartų“ ir todėl ♠ = 0. Įrašę, kas paaiškėjo, turėsime
	4
	1
	0
	♣
	♥
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 ♣ ♥ ♦ 4

	
	1
	0
	
	
	
	


Nusikėlę 0 matome, kad skaičius 4 dabar jau į skaičių 10 telpa „pilnus“ 2 kartus, vadinasi, kitas gretimas skaičius, dabar iš eilės jau ♣, yra 2: ♣ = 2. Vėl „pakonkretinus“
	4
	1
	0
	2
	♥
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 ♥ ♦ 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	


Nusikėlus 2 gauname 22 ir į tuos 22 mūsų daliklis 4 telpa dabar jau „pilnus“ 5 kartus, todėl sekantis patikslinimas yra tas, kad ♥ = 5. Vėl įrašius ir nusikėlus 5 būtų
	4
	1
	0
	2
	5
	♦
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 5 ♦ 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	2
	0
	
	
	

	
	
	
	2
	5
	
	


Dabar po to, kai pasakysime, kad į 25 daliklis 4 telpa „pilnus“ 6 kartus, tada ir paaiškės, kad 
♦ = 6 ir mūsų dalybos veiksmas bus sėkmingai užbaigtas.
	4
	1
	0
	2
	5
	6
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 5 6 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	
	2
	5
	
	

	
	
	
	2
	4
	
	

	
	
	
	
	1
	6
	


Tai, kad veiksmas yra sėkmingai užbaigiamas, liudija tai, kad paskutinysis dalmens skaitmuo 4 atitinka tam, kad daliklis, kuris irgi lygus 4, lygiai keturis kartus telpa į paskutiniajam veiksmui nukeltus 16 (juk buvo 4∙4 = 16) ir visas pilnas veiksmas tada atrodo taip:
	4
	1
	0
	2
	5
	6
	4

	4
	
	
	
	
	
	1 0 2 5 6 4

	
	1
	0
	
	
	
	

	
	
	8
	
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	2
	2
	
	
	

	
	
	
	2
	5
	
	

	
	
	
	2
	4
	
	

	
	
	
	
	1
	6
	

	
	
	
	
	1
	6
	

	
	
	
	
	
	0
	


Pastaba. Istorija su į priekį perkeltu 4 ir nuo to perkėlimo net 4 kartus padidėjusiu skaičiumi yra gana trumpa: tam gana to, kad skaičius turėtų tik 6 skaitmenis, kaip mes ką tik matėme.
Suformuluosime visiškai panašų uždavinį, kurio istorija bus daug ilgesnė.
2 uždavinys
Nurodykite kokį nors vieną skaičių, kuris baigiasi 2, ir kuris, perkėlus tą 2 į skaičiaus priekį, nuo to pasidaro 2 kartus didesnis.
Sprendimas. Dabar mes, nebe taip kaip buvo anksčiau, jau nebežinome, kiek tas skaičius turi ženklų, bet dėl to mums nelabai baisu – mes vis tiek galime užrašyti panašiai, kaip kad rašėme anksčiau:
	
	A B ... ♣ ♥ ♦ 2

	x
	2

	
	2 A B ... ♣ ♥ ♦


Darydami lygiai taip pat, kaip jau darėme anksčiau, žingsnis po žingsnio gautume:
Pirmiausiai paaiškėtų, kad ♦ = 4 ir
	
	A B ... ♣ ♥ 4 2

	x
	2

	
	2 A B ... ♣ ♥ 4


Toliau pamatytume, kad ♥ = 8 ir todėl
	
	A B ... ♣ 8 4 2

	x
	2

	
	2 A B ... ♣ 8 4


Sekantis paaiškėjantis skaitmuo būtų ♣, kuris privalėtų būti lygus 6, taigi vėl padarome žingsnelį į priekį rašydami 
	
	AB ... 6 842

	x
	2

	
	2AB ... 684


Toliau, žingsnis po žingsnio – nepamirškite perkėlimų į aukštesnį skyrių – veiksmas vyktų taip:
	
	AB ... 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 73 684



	
	AB ... 4 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 473 684



	
	AB ... 94 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 9 473 684



	
	AB ... 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 89 473 684



	
	AB ... 7 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 789 473 684



	
	AB ... 57 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 5 789 473 684



	
	AB ... 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 15 789 473 684



	
	AB ... 3 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 315 789 473 684



	
	AB ... 63 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 6 315 789 473 684



	
	AB ... 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB ... 26 315 789 473 684



	
	AB5 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	2AB 526 315 789 473 684



	
	A05 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	2A0 526 315 789 473 684



	
	105 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	210 526 315 789 473 684


Atsakymas. Radome skaičių, kuris padidėja 2 kartus jo paskutinįjį skaičių perkėlus iš „galo“ į „priekį“. Tai skaičius 105 263 157 894 736 842.
Parašysime tą daugybą dar kartą, prirašydami apatinėje eilutėje, kiek ir kurioje vietoje „turėjome“ mintyje:
	
	105 263 157 894 736 842

	x
	2

	
	210 526 315 789 473 684

	
	001 010 011 110 101 100


Aišku, kad mintyje galėjome turėti 1, („kai turėjome ką nors mintyje“) arba 0 („kai mintyje nieko neturėjome“). 
Šis atsakymo skaičius, kaip matote, turi 18 skaitmenų ir yra pats mažiausias iš visų tokių skaičių, kurie pasižymi minėtąja savybe (baigiasi 2 ir padidėja du kartus perkėlus tą dvejetą į priekį). Šį skaičių jau įdomu yra ir iš karto sugebėti negalvojant teisingai perskaityti.
Kad primintume, kaip tai darome, „daug nemokydami“ imkime ir pasimankštinkime. „Skaitymo“ pratybos geram pirmokui. Perskaitykite visus skaičius:
	                                              736 842; 
                                                            894 736 842;
                                                     157 894 736 842;
                                             263 157 894 736 842;
                                       105 263 157 894 736 842.
Atsakymai:
· septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· šimtas penkiasdešimt septyni milijardai aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· du šimtai šešiasdešimt trys trilijonai šimtas penkiasdešimt septyni milijardai aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du;
· šimtas penki kvadrilijonai du šimtai šešiasdešimt trys trilijonai šimtas penkiasdešimt septyni milijardai aštuoni šimtai devyniasdešimt keturi milijonai septyni šimtai trisdešimt šeši tūkstančiai aštuoni šimtai keturiasdešimt du.
Pratęskime „skaitymo pratybas“. Perskaitykite skaičius pakviesdami ir vyresnėlesnių klasių mokinius:
	                              842 105 263 157 894 736 842;
                                            736 842 105 263 157 894 736 842;
                                     894 736 842 105 263 157 894 736 842;
                              157 894 736 842 105 263 157 894 736 842;
                       263 157 894 736 842 105 263 157 894 736 842;
                105 263 157 894 736 842 105 263 157 894 736 842.
Po „skaitymo pratybų“ vėl grįžkime prie „įprastinės“ aritmetikos.
UŽDAVINIAI
1. Nurodykite dar kitą skaičių, kuris baigiasi 2 ir kuris irgi padidėja 2 kartus perkėlus jo paskutinįjį skaitmenį iš „galo“ į „priekį“.
Atsakymas: 105 263 157 894 736 842 105 263 157 894 736 842.
2. Nurodykite dar ir trečią tokį skaičių, kuris baigiasi 2 ir kuris irgi padidėja 2 kartus perkėlus jo paskutinįjį skaičių iš „galo“ į „priekį“.
Atsakymą suraskite patys prireikus be dirstelėję į pirmųjų dviejų uždavinių atsakymus.
3. Ar tokių natūraliųjų skaičių, kurie baigiasi 2 ir kurie padvigubėja perkėlus tą 2 į priekį, yra „kiek tik beprireiktų“, t. y. neribotai daug (arba, kaip sako matematikai, be galo daug)?
Atsakymas. Taip, tokių skaičių yra „kiek tik beprireiktų“, t. y. neribotai daug (arba, kaip sako matematikai, be galo daug). Kodėl? Jeigu turėtumėte sunkumų, užrašykite ketvirtą tokį skaičių.
Nedideli apibendrinimai
Matematikoje (o taip pat ir aritmetikoje) kaip ir kitokioje rimtoje žmogiškoje veikloje, mokydamiesi tvarkytis su kokiu nors kiek naudingesniu uždaviniu, mes visada nejučia esame parengiami tinkamai tvarkytis ir su daugybe kitų panašių „netoliese esančių“ uždavinių.
Panašiai ir dabar mes galime mūsų sąlygos 2-tą pakeisti 3-tu ir suformuluoti panašų uždavinį, kurį gali būti visiškai įdomu išspręsti savarankiškai – o po to galima dar ir „susivilioti“ jį ir „greitakalbe“ perskaityti. Pastebėsime, kad 2-tą nebūtina keisti būtent išimtinai tik 3-tu – yra ir kitokių galimybių. Nuoseklumo dėlei surašykime viską iš eilės.
4. Natūralusis skaičius baigiasi 3-tu ir patrigubėja perkėlus tą 3-tą į skaičiaus pradžią.
(A) nurodykite vieną tokį skaičių;
(B) nurodykite dar vieną skaičių;
(C) ar tokių skaičių yra „kiek beprireiktų“?
Nurodysime atsakymą į pagrindinę (A) dalį, kitas dalis palikdami skaitytojui:
1 034 482 758 620 689 655 172 413 793.
Patogumo dėlei patį veiksmą užrašysime iš pradžių atskirai, o po to ir su papildoma eilute parodydami visus konkrečius perkėlimus.
	
	1 034 482 758 620 689 655 172 413 793

	x
	3

	
	3 10 3 448 275 862 068 965 517 241 379


Rašant su pagalbine eilute, parodančia, kiek kur buvo perkeliama į aukštesnę skiltį – 0, 1, 2, turėtume:
	
	1 034 482 758 620 689 655 172 413 793

	x
	3

	
	3 103 448 275 862 068 965 517 241 379

	
	0 011 120 212 100 222 111 020 101 220


O perskaityti jį galima taip: vienas oktilijonas trisdešimt keturi septilijonai keturi šimtai aštuoniasdešimt du sikstilijonai septyni šimtai penkiasdešimt aštuoni kvintilijonai šeši šimtai dvidešimt kvadrilijonų šeši šimtai aštuoniasdešimt devyni trilijonai šeši šimtai penkiasdešimt penki milijardai šimtas septyniasdešimt du milijonai keturi šimtai trylika tūkstančių septyni šimtai devyniasdešimt trys.
Pastaba.
Keisdami 2 į 4 gautume uždavinį, kurį mes iš esmės jau esame išsprendę (pagrindinis atsakymas 102 564). O štai keisdami 2 į 5, ar į 6, ar į 7, ar į 8, ar galų gale net į 9 gausite uždavinius, kuriuos Jums bus įdomu ir atlikti, ir – ne vienu atveju – taip pat ir atsakymą perskaityti. 
Tikrai ilgoką skaičių gausite, pavyzdžiui, daugindami iš 5, bet pats ilgiausias, matyt, „nutiks“ dauginant iš 6 – apsišarvuokite kiek didesne kantrybe.

Apie skaičių, užrašomų vien skaitmenimis 2, 3, 7, 8, netrigubumą
Nagrinėkime visus įmanomus natūraliuosius skaičius, kokius tik galima užrašyti skaitmenimis 2, 3, 7 ir 8 panaudojant tuos skaitmenis vieną arba kelis kartus ar net kokio nors skaitmens duotajame skaičiuje visai nenaudojant. 
Tokių skaičių apstu: 2, 3, 7, 77, 78, 778, 783372, ... .
Klausimas: ar mūsų skaičių virtinėje kada nors pasitaikytų du tokie skaičiai A ir B, kad A = 3B?
Tai tipiškas vienos priežasties uždavinys, tik vienas faktas, iš karto gal nelabai pastebimas, yra sėkmės laidas arba ir negalimumo priežastis.
Šiuo atveju ta priežastis yra paslėpta keturiose lygybėse:
2∙3 =   6
3∙3 =   9
7∙3 = 21
8∙3 = 24.
Skaitytojas, aišku, jau viską suprato ir teiginio pagrindimas dabar pateikiamas vienu sakiniu:
Tarkime toks skaičius A = 3B atsirado. Tada ir skaičius A, ir skaičius B baigtųsi vienu iš skaitmenų 2, 3, 7, 8. Bet dar sykį pažvelgę į „keturių konkrečių lygybių virtinę“ suprantame, kad tai neįmanoma. Vadinasi, ir tokio skaičiaus tikrai nėra.
3.1.5. Lentelių pildymas

3 x 3 lentelės kaitaliojimas
Dar kartą kvadratinė 3 x 3 lentelė su surašytais joje pirmaisiais natūraliaisiais skaičiais  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 bei galimybėmis juos kaitalioti. Taigi turime lentelę
	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


ir dar galimybę kaitalioti tos lentelės skaičius pagal tokią taisyklę: vienu veiksmu leidžiama pasirinkti bet kurį tos lentelės 2 x 2 matmenų kvadratą (jų yra keturi) ir jame esančius kvadrato skaičius pakeisti prie abiejų vienos kurios nors įstrižainės skaičių pridedant po 1, o iš kitos įstrižainės, atvirkščiai, po 1 atimant (kiekvienu atveju turime 2 galimybes).
Taip pirmuoju ėjimu iš pradinės lentelės galima pereiti prie vienos iš tokių 8 lentelių:
	2
	1
	3

	3
	6
	6

	7
	8
	9


(pasirenkame kairįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija KV+);
	0
	3
	3

	5
	4
	6

	7
	8
	9


(pasirenkame kairįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija KV–);
	1
	3
	2

	4
	4
	7

	7
	8
	9


(pasirenkame dešinįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija DV+);
	1
	1
	4

	4
	6
	5

	7
	8
	9


(pasirenkame dešinįjį viršutinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija DV–);
	1
	2
	3

	4
	6
	5

	7
	7
	10


(pasirenkame dešinįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija DA+);
	1
	2
	3

	4
	4
	7

	7
	9
	8


(pasirenkame dešinįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija DA–);
	1
	2
	3

	5
	4
	6

	6
	9
	9


(pasirenkame kairįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir prie jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 pridedame, o iš jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 atimame: operacija KA+);
	1
	2
	3

	3
	6
	6

	8
	7
	9


(pasirenkame kairįjį apatinį 2 x 2 kvadratą ir iš jo pagrindinės įstrižainės elementų po 1 atimame, o prie jo šalutinės įstrižainės elementų po 1 pridedame: operacija KA–).
Nurodytuosius veiksmus galima atlikinėti bet kuria eile kiek norime kartų.
Klausimai:
1 klausimas. Ar galima gauti tokią lentelę, kurios visi skaičiai būtų lygūs?
Norėdami atsakyti į šį klausimą pastebėkime, kad bet kuris iš tų aštuonių būdų pakeisti mūsų lentelės skaičius nekeičia pradinės lentelės eilučių ir stulpelių skaičių sumos.
Todėl pradinės lentelės eilučių sumos, kurios, žiūrint iš viršaus į apačią yra atitinkamai lygios 1 + 2 + 3 = 6; 4 + 5 + 6 = 15; 7 + 8 + 9 = 24 bus visą laiką tokios, kad ir kiek veiksmų mes beatliktume. 
Tas pats pasakytina apie stulpelius. Jų sumos, kurios iš pradžių yra 1 + 4 + 7 = 12; 2 + 5 + 8 = 15; 3 + 6 + 9 = 18 taip pat jau niekada nebesikeis.
Todėl atsakymas į pirmąjį klausimą, ar atlikus kažkiek veiksmų galima gauti lentelę, kurios visi skaičiai yra lygūs, arba lentelę 
	A
	A
	A

	A
	A
	A

	A
	A
	A


yra neigiamas: tokios lentelės gauti negalima, nes tokiu atveju visų eilučių ir stulpelių skaičių suma būtų viena ir tokia pati (lygi 3A), o taip nėra, nes mūsų pradinės lentelės ir visų eilučių, ir visų stulpelių visų trijų skaičių sumos yra skirtingos.
Pastebėkime, kad šiuo atveju galima pasakyti truputį daugiau: bet kuriose dviejose eilutėse ir bet kuriuose dviejuose stulpeliuose negalima padaryti, kad visi jų elementai būtų lygūs – dėl tos pačios priežasties negalima gauti pavyzdžiui nei tokios 
	A
	A
	A

	A
	A
	A

	B
	C
	D


nei, sakykime, tokios lentelės

	A
	B
	A

	A
	C
	A

	A
	D
	A


Padarytoji pastaba atsako ir į 2 klausimą: ar galima taikant nurodytąsias operacijas gauti lentelę su 8 vienodais skaičiais?
Atsakymas: ne, tokios lentelės gauti negalima, nes tada neišvengiamai būtų ir dvi ištisos eilutės (ir du ištisi stulpeliai) su vienodais skaičiais.
Nepasisekus gauti lentelės su visais vienodais skaičiais (9 vienodi skaičiai) nei su 8 vienodais skaičiais, sekantis klausimas natūraliai būtų toks:  
3 klausimas. Ar taikant nurodytąsias operacijas galima gauti lentelę su 7 vienodais skaičiais?
Atsakymas: ne, tokios lentelės taip pat negalima gauti. Paaiškinimas. Jeigu lentelėje su 7 vienodais skaičiais A ir tik dviem kitokiais skaičiais B ir C vienodas skaičius A užimtų dvi pilnas eilutes, pavyzdžiui, 
	A
	A
	A

	A
	A
	A

	A
	B
	C


arba du ištisus stulpelius, pavyzdžiui,
	A
	A
	B

	A
	A
	A

	A
	A
	C


tai to, kaip minėta, negali būti.
Belieka atvejis, kai tie 2 skirtingi elementai B ir C yra ir skirtingose eilutėse, ir skirtinguose stulpeliuose, pavyzdžiui,
	A
	A
	B

	A
	C
	A

	A
	A
	A


Tačiau taip irgi negali būti, nes tada ir visų 3 eilučių, ir visų 3 stulpelių skaičių sumos, nesvarbu kokia eile, būtų A + A + A, A + A + B, A + A + C, o to irgi negali būti, nes pradinių eilučių sumų virtinė 6, 15, 24 skiriasi nuo pradinių stulpelių sumų virtinės 12, 15 ir 18. Todėl tolesnis klausimas yra dar natūralesnis:
4 klausimas. Tai kiek gi daugiausiai elementų galima ,,sulyginti“ pradedant nuo mūsų pradinės lentelės?
Atsakymas: galima gauti lentelę su 6 lygiais elementais. Įrodysime, kad galima gauti lentelę
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	5
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	5
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	2
	5
	17


Įrodymas: imame pradine lentelę	
	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


ir keturis kartus pritaikome operaciją KV+. Tada gauname
	5
	–2
	3

	0
	9
	6

	7
	8
	9


Toliau 7 kartus pritaikysime operaciją DV+. Gausime lentelę
	5
	5
	–4

	0
	2
	13

	7
	8
	9


Dabar 8 kartus pritaikysime operaciją DA+, tada turėsime lentelę
	5
	5
	–4

	0
	10
	5

	7
	0
	17


Beliko 5 kartus pritaikyti operaciją KA+ ir turėsime lentelę 
	5
	5
	–4

	5
	5
	5

	2
	5
	17


UŽDAVINIAI:
1. Ar galima gauti lentelę?
	–7
	5
	8

	5
	5
	5

	14
	5
	5


2. Ar galima gauti lentelę?
	–4
	5
	5

	5
	5
	5

	11
	5
	8


3. Ar galima gauti lentelę?
	2
	5
	–1

	5
	5
	5

	5
	5
	14


Atsakymas: Visais trimis atvejais atsakymas yra: taip, tokias lenteles gauti galima.

Kurioje lentelėje lengviau suktis – mažesnėje ar didesnėj?
Į kiekvieną kvadratinės n x n (n ≥ 3) lentelės langelį įrašome po vieną skaičių (visi n² įrašomųjų skaičių yra skirtingi).
Toks lentelės užpildymas (skirtingais) skaičiais vadinamas harmoningu, jeigu visų keturių mažesniųjų tos lentelės (n-1) x (n-1) pokvadračių skaičių sandauga yra viena ir ta pati.
UŽDAVINYS
Ar galima: 
(A)  apskritai nurodyti nors vieną harmoningą kurios nors kvadratinės lentelės užpildymą? 
(B)  3 x 3 lentelę harmoningai užpildyti skaičiais 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9?
(C)  3 x 3 lentelę harmoningai užpildyti skaičiais 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10?
(D)  4 x 4 lentelę harmoningai užpildyti pirmaisiais 16 natūraliųjų skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ir 16?
Sprendimas.
Atvejis (A):
Atsakymas: taip, galima, štai žemiau nurodoma viena tokia lentelė. 
Pavyzdys: nesunku patikrinti, kad skaičiais 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 ir 512
3 x 3 lentelė
	16
	8
	32

	512
	4
	256

	64
	1
	128


užpildoma harmoningai, nes visų keturių mažesnių pokvadračių skaičių sandauga yra lygi 18 dvejetų 2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2·2 sandaugai, o 2 pakelti aštuonioliktuoju laipsniu yra 262144. 
Atvejis (B):
Atsakymas: ne, skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 harmoningai į 3 x 3 lentelę surašyti negalima. Paaiškinimas. Jeigu tuos devynis pirmuosius skaičius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 būtų galima harmoningai surašyti į kvadratinę 3 x 3 lentelę, tai visų keturių 2 x 2 pokvadračių skaičių sandaugos būtų lygios. Kadangi 5 tikrai įeina į kurį nors (bent vieną) 2 x 2 kvadratą, tai bent viena sandauga dalijasi iš 5, o kadangi tos sandaugos, kaip tarėme, yra lygios, tai jos visos tada privalo dalytis iš 5. Vadinasi, visos tos keturios sandaugos turėtų dalytis iš 5. Tačiau tarp tų 9 skaičių kitų skaičių, besidalijančių iš 5, daugiau nėra, vadinasi, visos sandaugos gali dalytis iš 5 tik tada , kai skaičius 5 turės būti įrašytas į centrinį lentelės langelį.
Tačiau lygiai tas pats pasakytina ir apie skaičių 7, nes ir yra vienintelis iš jų, kuris yra dalus iš 7, todėl žodis į žodį pakartojus praėjusios pastraipos žodžius, tik, žinoma, vietoj 5 tariant 7, mes gautume, kad ir 7 turėtų atsidurti lentelės centre.
Tačiau tėra vienas vienintelis centrinis langelis, todėl skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9
į 3 x 3 lentelę harmoningai surašyti negalima.
Atvejis (C):
Atsakymas: ne, skaičių 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 harmoningai į 3 x 3 lentelę surašyti taip pat negalima. Paaiškinimas: „pastūmus“ skaičius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 „per vieną“, arba imant 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ir 10, atsiranda dar vienas dalus iš 5 skaičius 10, todėl prieštaravimas, susijęs su dviejų skirtingų skaičių įrašinėjimu į centrinį lentelės langelį, išnyksta. Tada būtent 7 privalome rašyti į centrą, o jam iš kraštų galime mėginti rašyti abu iš 5 besidalijančius skaičius 5 ir 10.
Todėl įrašymo pradžia, nemažinant bendrumo, galėtų būti tokia 
	
	
	

	5
	7
	10

	
	
	


Dabar turime spręsti, kur rašysime tris iš 3 besidalijančius skaičius 3, 6 ir 9.
Pirmiausiai gal žiūrėkime kaip su 9: į kampą jų rašyti negalima, nes tada to kampo keturių skaičių sandauga jau dalysis bent iš 9, jei ne iš dar didesnio trejeto laipsnio, o tada likusių dviejų iš 3 besidalijančių skaičių 3 ir 6 užtikrinti likusių trijų mažesniųjų pokvadračių skaičių sandaugos dalybai iš bent 9 tikrai nepakaks.
Taigi 9 rašyti į kampą nevalia. Tačiau tada, jeigu jį rašytume krašte, bet ne kampe, tai, nemažindami bendrumo, galime sakyti, kad jį rašome viršuje. Tada lentelė būtų tokia
	
	9
	

	5
	7
	10

	
	
	


Tada vėl dviejų viršutinių pokvadračių skaičių sandauga jau dalijasi bent iš 9, o tam, kad ir abiejų kitų – tų apatinių – irgi iš bent 9 dalytųsi, tam belikę du iš 3 dalūs skaičiai, arba 3 ir 6, turėtų būti įrašyti dabar jau apatinėje eilutėje per vidurį. Tačiau ten tame vieninteliame langelyje, kuris „apačioje per vidurį“ vėl „nėra dviejų vietų“, todėl vėl tų skaičių taip kaip prašoma – harmoningai – surašyti negalima.
Atvejis (D):
Atsakymas: taip, skaičius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ir 16 harmoningai surašyti į 4 x 4 lentelę galima.
Pavyzdys:
	2
	6
	14
	4

	12
	1
	5
	9

	15
	11
	13
	10

	8
	3
	7
	16


Nesunku patikrinti, kad visų 4 mažesniųjų 3 x 3 kvadratų skaičių sandaugos yra 
2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 5 · 7 ∙ 11 ∙ 13.
Išsprendus šį uždavinį viskas yra aišku, išskyrus nebent keletą galimų pasiteiravimų. Duokime jiems vardus – pirmasis ir įdomesnysis – kaip nedidelę garantiją, kad prireikus prie tų dalykų mes dar sugrįšime.
Pirmasis pasiteiravimas. Kaip, kam ir kada galėjo ateiti į galvą tos pirmosios 3 x 3 langelius mėginti harmoningai užpildinėti (dvejeto) laipsniais?
Atsakymas į tą klausimą nėra painus, bet nuo kažko reikia pradėti, o pradėti nuo paprasto – gražu! 
Įdomesnysis pasiteiravimas. O kaip skaičių pasaulyje gimsta toks harmoningas užpildymas kaip pavyzdyje D? Mums norėtųsi išgirsti keletą esminių smulkmenų, nes dabar mes turime situaciją: DEUS EX MACHINA, arba, visai linksmai kalbant: ŽYBT IR YRA!
O dabar jau visai rimtai pamėginsime paaiškinti, kaip tokią lentelę būtų galima gauti – pabrėšime, kad atspėti gerai, o kokią papildomą naudingą smulkmeną įžiūrėti dar geriau. Pradedame, kaip įprasta, nuo prielaidos, kad tokią lentelę gauti galima, ir pažiūrėkime, kas tada dar gali būti visai aišku.
Pirmoji pagrindinė smulkmena: jeigu tokią lentelę gauti galima, tai jos vidiniame 2 x 2 kvadrate vietoje vienų skaičių galime imti bet kokius kitus – tinkama lentelė vis tiek liks tinkama lentele.
Iš čia išplaukia aiški išvada, kad sėkmingai lentelei gana tinkamai išdėstyti skaičius „apie kontūrą“. Todėl kol kas mes tų vidaus skaičių visai nerašysime, o tik vėliau ten surašysime, kas liks:
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	B
	C
	D
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	E

	L
	
	
	F

	K
	J
	I
	H


Kadangi pagal prielaidą visų 3 x 3 kvadratų skaičių sandaugos yra tokios pačios, tai ir sandauga A ∙ B ∙ C ∙ M ∙ L turi būti lygi sandaugai B ∙ C ∙ D ∙ E ∙ F, arba, šiek tiek suprastinus,
A ∙ M ∙ L = D ∙ E ∙ F.
Panašiai E ∙ F ∙ H = M ∙ L ∙ K.
Sudauginus abi pastarąsias lygybes būtų A ∙ M ∙ L∙ E ∙ F ∙ H = D ∙ E ∙ F ∙ M ∙ L ∙ K ir po abiejų pusių suprastinimo iš (M ∙ L ∙ E ∙ F) gautume „raktinę“ trumpą lygybę A ∙ H = D ∙ K, reiškiančią štai ką: jei tokia lentelė įmanoma, tai jos tolimiausiuose kampuose esančių skaičių sandaugos yra vienodos. 
Tuo ir pradėsime „konstruktyviąją“ lentelės sudarymo dalį. Pirmiausiai paimsime keturis skaičius iš pirmųjų šešiolikos skaičių virtinės
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
kad pirmųjų dviejų „tolimiausiųjų kampų“ sandauga būtų lygi likusiųjų dviejų „tolimiausiųjų kampų“ skaičių sandaugai, pavyzdžiui, 2, 16, 4, 8 ir įrašysime juos pradedamos pildyti lentelės kampuose:
	2
	B
	C
	4
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	E

	L
	
	
	F

	8
	J
	I
	16


Toliau pirmiausiai iš likusių 12 skaičių 1, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ir 15 reikėtų parinkti tokius keturis skaičius B, C, J ir I, kad B ∙ C = 4 ∙ J ∙ I.
Pabandžius tokius B, C, J ir I tikrai pavyksta rasti imant atitinkamai, pavyzdžiui, 6, 14, 3 ir 7, nes tikrai 6 ∙ 14 = 84 = 4 ∙ 3 ∙ 7. Įrašius būtų:
	2
	6
	14
	4

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	8
	3
	7
	16


Toliau iš likusiųjų dar nepaimtųjų 8 skaičių 1, 5, 9, 10, 11, 12, 13 ir 15 reikia surasti dar kitus keturis tokius skaičius M, L, E ir F, kad būtų M ∙ L = 2 ∙ E ∙ F. Ir tokius M, L, E ir F, vietoje jų imant 9, 10, 12, 15, ir žiūrint, kad tikrai būtų 12 ∙ 15 = 180 = 2 ∙ 9 ∙ 10, duotuoju atveju tikrai pavyko rasti. Įrašome ir juos, tada jau beveik pilna lentelė bus tokia 
	2
	6
	14
	4

	12
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	10

	8
	3
	7
	16


Į ją belieka surašyti dar „nenaudotus“ skaičius 1, 5, 11 ir 13 ir tuo pačiu baigti surašinėti lentelę:
	2
	6
	14
	4

	12
	1
	5
	9

	15
	11
	13
	10

	8
	3
	7
	16



Kelios pastabos po užpildytos lentelės:
1 pastaba. Viduriniame kvadrate likę skaičiai 1, 5, 11, 13 galėjo būti ir kitokie: pavyzdžiui, jeigu mes kampuose jau pačioje pradžioje būtume rašę skaičius 1, 2, 4, 8 arba būtume ėmę pildyti lentelės pakraščius.
	1
	B
	C
	2

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	5
	J
	I
	10


Tada mums sėkmingai baigiant pildyti lentelę po pasisekusio skaičių parinkinėjimo iš pradžių iš dabar likusių tokių 12 skaičių 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15 ir 16 reikėtų parinkti vienus tokius keturis skaičius B, C, J ir I, kad B ∙ C = 5 ∙ J ∙ I. Ir tokius B, C, J ir I, ir dabar, imant atitinkamai, pavyzdžiui, 14, 15, 6 ir 7, tikrai pasiseka surasti, nes 14 ∙ 15 = 210 = 5 ∙ 6 ∙ 7.
	1
	14
	15
	2
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	L
	
	
	F

	5
	6
	7
	10


Dabar vėl iš likusiųjų jau tik 8 skaičių 3, 4, 8, 9, 11, 12, 13 ir 16 reikia surasti dar kitus keturis tokius skaičius M, L, E ir F, kad būtų M ∙ L = 2 ∙ E ∙ F. Tokie skaičiai ir vėl atsiranda imant vietoje M, L, E ir F atitinkamai 8, 12, 3, 16, nes 8 · 12 = 96 = 2 · 3 · 16. Įrašę vėl turime jau beveik pilną lentelę,
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	14
	15
	2

	8
	
	
	3
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	5
	6
	7
	10


į kurios vidų arba į likusias 4 vietas reikia surašyti 4 likusius skaičius 4, 9, 11, 13. Visa užpildytoji lentelė tada bus tokia:
	1
	14
	15
	2

	8
	4
	9
	3

	12
	11
	13
	16

	5
	6
	7
	10


2 pastaba. Nesunku pastebėti, kad kaip beįrašinėtume skaičius, skaičiai 11 ir 13 niekaip negali atsidurti lentelės krašte, o visada lieka įrašyti lentelės viduje.
3 pastaba. Ne kiekvienas įrašas lentelės kraštuose, toks, kad priešingų kampų skaičių sandauga yra vienoda, leidžia baigti pildyti lentelę. Sakysime, jeigu mes kampuose vėl surašytume 4 tinkamus skaičius 1, 2, 7, 14, nes 1 ∙ 14 = 2 ∙ 7 pradėtume pildyti lentelę,
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	L
	
	
	F
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	J
	I
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tai jos baigti pildyti pagal mūsų reikalavimus neįmanoma. 
Kodėl? Atsakymas labai paprastas.
Dabar mes turėtume iš likusių tokių 12 skaičių 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15 ir 16 parinkti vienus tokius keturis skaičius B, C, J ir I, kad B ∙ C = 7 ∙ J ∙ I. Tačiau dabar to padaryti tikrai nebepavyks, nes jeigu taip padaryti būtų galima, tai sandauga B ∙ C privalėtų dalytis iš 7, vadinasi, vienas kuris skaičius B arba C privalėtų dalytis iš 7. Bet nė vienas iš likusiųjų skaičių 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15 ir 16 iš 7 nebesidalina, todėl ir duotosios lentelės baigti pildyti nebeįmanoma.
Tinkamos lentelės „perstatos“. Jeigu mes turime tinkamą lentelę, 
	A
	B
	C
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	M
	N
	O
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	L
	R
	P
	F

	K
	J
	I
	H


tai joje galima perstatyti:
(A) skaičius B ir C;
(B) skaičius E ir F;
(C) skaičius I ir J;
(D) skaičius L ir M;
(E) skaičius N, O, P ir R.
Todėl iš vienos tinkamos lentelės galima gauti 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ (1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4) = 184 skirtingas tinkamas lenteles.
4 pastaba. Matėme, kad ne kiekvienas skaičius gali būti lentelės ,,krašte“ (11 ir 13 negali ir 3 pastabos komentaruose buvo paaiškinta, kodėl). Todėl natūralu klausti ir apie tai, ar kiekvienas skaičius gali atsidurti lentelės viduje. Peržiūrėję tinkamas lenteles, matome, kad absoliuti dauguma skaičių tikrai gali pakliūti į tinkamos lentelės vidų ir ,,kraštus“ – išskyrus minėtus 11 ir 13, visada esančius viduje.
UŽDAVINIAI
1. Ar galima baigti pildyti lenteles?
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	(C)
	5
	B
	C
	7

	M
	
	
	E

	L
	
	
	F

	10
	J
	I
	14




	(D)
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	(E)
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	(F)
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	(G)
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	(H)
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Atsakymai: (A), (B), (C) ir (F) negalima jau vėl ir vien dėl to, kad kampuose vėl panaudoti abu iš 7 dalūs skaičiai 7 ir 14 ir daugiau toje virtinėje iš 7 dalių skaičių nebėra (dar kartą perskaitykite 3 pastabą su paaiškinimais).
	(D): galima, pvz.:
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	(E): galima, pvz.:
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	(G): galima, pvz.:
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	(H): galima, pvz.:
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	(I): galima, pvz.:
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Turnyrų lentelės
Du iš pažiūros labai panašūs, bet pastebimai skirtingi lentelių pildymo pavyzdžiai
Yra labai gerai žinoma, kad du, net ir gana nesunkūs dalykai, nors ir atrodo labai panašūs, bet gali pastebimai skirtis. Pačiu kraštutiniu atveju neretai nutinka, kad vienas dalykas yra įgyvendinamas, o kitas, rodytųsi, toks panašus yra visiškai neįmanomas. Ne visada tie dalykai taip kategoriškai skiriasi. Kartais tie abu panašūs dalykai yra abu įmanomi, tik vienas iš jų būna kiek sunkiau realizuojamas negu atrodo, žiūrint į panašaus dalyko realizavimą.
Pateiksime vieną tokios rūšies lentelių pildymo atvejį. Vieną iš jų (1 uždavinį) mes atliksime smulkiai.
O panašų atvejį (2 uždavinį) atliksime jau daug greičiau iki pat tos vietos, kurioje tas visiškas panašumas kuriam laikui „nutrūksta“. Tada tokiai situacijai „galutinai išspręsti“prireikia dar vieno „papildomo žvilgsnio“.
1 uždavinys
Futbolo turnyre dalyvavo 6 komandos. Kiekviena komanda su kiekviena kita komanda sužaidė po vienerias rungtynes. Už laimėtas rungtynes komandai įskaitomi 3 taškai, už rungtynes, sužaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taškas, o už pralaimėtas rungtynes komanda gauna 0 taškų. „Ateities žvaigždžių“ komanda užėmė šiame turnyre paskutinę vietą, surinkusi jame mažiau taškų negu bet kuri kita iš 5 likusių komandų.
Sporto ekspertai dar nustatė, kad „Ateities žvaigždžių“ komanda surinko tame 6 komandų turnyre daugiausiai taškų, kiek jų begalima būtų surinkti surenkant jų mažiau už bet kurią kitą tame turnyre dalyvaujančią komandą. Kiek taškų tame įsimintiname turnyre surinko „Ateities žvaigždžių“ komanda?
Sprendimas. Skaitytojo patogumui ir didesniam aiškumui pirmiau išsprendę šį uždavinį su 6 komandomis, vėliau pasižiūrėsime, kur galėtų atsirasti sunkumų sprendžiant, rodos, kiek paprastesnį uždavinį su 5 komandomis (juk atrodytų, kuo mažiau komandų, tuo lengviau pildoma lentelė).
Vėliau tas, kas turėjo laiko bent kiek įdėmiau perskaityti sprendimą, be vargo išspręs šį uždavinį ir su kitokiu komandų skaičiumi – tada pirmiausiai siūlytume pamėginti su 8 (o vėliau ir su 7 komandomis).
Tačiau uždavinį jau įdomu pasižiūrėti ir su 4 ar net tik su 3 komandomis.
Taigi iš pradžių sprendžiame uždavinį su 6 dalyvaujančiomis komandomis, kurios sužaidžia po vienerias rungtynes su kiekviena kita komanda.
Esame klausiami, kiek daugiausiai taškų tokiame turnyre gali surinkti tokia komanda, kuri surinko mažiau taškų negu bet kuri kita tame turnyre žaidusioji komanda, jeigu už pergalę skiriami 3, už lygiąsias – 1, o už pralaimėjimą – 0 taškų. 
Uždavinio sprendimo planas.
1. Pirmiausiai stengiamės išsiaiškinti, kiek daugiausiai taškų gali surinkti visos dalyvaujančios komandos, jeigu jos visos surinktų po tiek pat taškų.
2. Išsiaiškinę, kiek daugiausiai taškų galėtų surinkti visos komandos, jeigu jos visos “pačiu geriausiu būdu“ surinktų po tiek pat taškų, mums yra aišku, kad jeigu pakeistume vieną vienos kurios nors komandos rungtynių rezultatą blogesniu, tai tuo pačiu tą komandą padarytume paskutiniąja komanda, kuri, atkreipkite į tai dėmesį, tikrai būtų paskutinioji, nes pakeitus jos vienų rungtynių rezultatą į blogesnį, ji tikrai turėtų mažiau taškų už bet kurią kitą komandą – nes, primename, kad jos ką tik visos turėjo po tiek taškų.
3. Po viso šito mes dar, suprantama, turėsime pasamprotauti apie tai, kad toji komanda surinkti dar daugiau taškų ir likti paskutinėje vietoje ir dar būti surinkusi griežtai mažiau taškų už bet kurią kitą komandą, jau nebegalėtų. 
Pradedame realizuoti pirmąją uždavinio sprendimo plano dalį – kaip padaryti, kad komandos „pačiu geriausiu būdu“ visos surinktų po tiek pat taškų. Pirmoji pasitaikiusioji mintis galėtų būti tokia, kad lai visos komandos sužaidžia lygiomis, tai tada jos bent jau tikrai turės po tiek pat taškų. O jau toliau, jeigu kas, mes imsime „gerinti“ padėtį.
Jeigu mes tas 6 komandas pažymėtume raidėmis A, B, C, D, E ir F tai tada tokio turnyro lentelė, kur visos komandos viena su kita žaidžia tik lygiosiomis, būtų tokia:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	1
	1
	1
	1
	1
	5
	1 – 6

	B
	1
	x
	1
	1
	1
	1
	5
	1 – 6

	C
	1
	1
	x
	1
	1
	1
	5
	1 – 6

	D
	1
	1
	1
	x
	1
	1
	5
	1 – 6

	E
	1
	1
	1
	1
	x
	1
	5
	1 – 6

	F
	1
	1
	1
	1
	1
	x
	5
	1 – 6


Lentelės užpildymo principas yra visiškai aiškus ir be jokio vargo suvokiamas: kiekviena komanda turi savo eilutę ir tos eilutės langeliuose iš eilės yra surašoma, kiek taškų pelnė ta komanda rungtynėse paeiliui su visomis kitomis likusiomis komandomis.
Simbolis x, pasitaikantis po kartą kiekvienoje eilutėje, atspindi tą faktą, kad komanda „pati su savimi nežaidžia“.
Pastaba. Kai kurios lentelės yra pildomos dar šiek tiek išsamiau, arba taip, kad atitinkamuose lentelės langeliuose yra nurodoma ne tik tai, ar komanda laimėjo (tada atitinkamame langelyje atsiranda skaičius 3), ar sužaidė lygiosiomis (tada atitinkamame langelyje atsiranda 1), ar pralaimėjo (tada tam skirtame langelyje įrašome 0), bet kartais dar ir nurodant, kiek tose rungtynėse komanda įvarčių įmušė į priešininko ir praleido į savo vartus.
Tokia lentelė yra informatyvesnė, tačiau mūsų uždaviniuose mus paprastai domina tik surinktieji taškai. Tuomet lentelės langeliuose yra įrašoma ne daugiau kaip po vieną skaičių. 
Todėl absoliučios daugumos mūsų turnyro lentelių langeliuose bus tik skaičiai 0, 1 arba 3, nors yra galimas ir variantas 0, 1 ir 2, nes yra sporto šakų, kur už pergalę visada duodami 2 taškai (sakysime, tinklinyje). 
Jeigu už pergalę duodami 3 taškai, o už lygiąsias – tik 1 taškas (taip daroma tikintis, kad tada komandos „labiau stengsis“ (ir tada pergalė ir pralaimėjimas per dvejas rungtynes yra daug geriau arba „pusantro karto taškingiau“ negu dvejos lygiosiomis sužaistos rungtynės). Tokiu atveju, kai skatinamos pergalės, tai tada uždavinių sprendimo 1 etapas aukščiau pateiktos lentelės užpildymu, matyt, dar nėra visai užbaigtas. 
Tikrai, nors dabar visos komandos turi po vienodai taškų, bet negi jų, tų taškų, joms visoms, kad ir visoms po lygiai, negalima būtų turėti dar daugiau?
Mes ką tik buvome užsiminę, kad pagal mūsų turnyro tvarką pergalė plius pralaimėjimas yra geriau negu dvejos lygiosios, nes pergalė plius pralaimėjimas – tai net 3 taškai, o dvejos lygiosios – tai tik 2 taškai.
Taigi kiekvienai komandai pamėginsime dvi jos turimų lygiųjų poras, arba iš viso 4 lygiąsias „pakeisti“ į 2 pergales ir 2 pralaimėjimus.
Todėl mėginsime „simetriškai“ arba tvarkingai užpildyti lentelę, kurioje kiekviena komanda turėtų po 2 laimėjimus, ir 2 pralaimėjimus, o taip pat, suprantama, neišvengiamai ir 1 lygiąsias.
„Tvarkingai“ arba simetriškai pildant tokią lentelę tą tikrai gana nesunkiai pavyksta įgyvendinti:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	1
	0
	0
	7
	1 – 6

	B
	0
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	1 – 6

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	1
	7
	1 – 6

	D
	1
	0
	0
	x
	3
	3
	7
	1 – 6

	E
	3
	1
	0
	0
	x
	3
	7
	1 – 6

	F
	3
	3
	1
	0
	0
	x
	7
	1 – 6


Ar dabar jau tikrai nebegalima padaryti taip, kad visos komandos surinktų po vienodai taškų ir tų taškų būtų daugiau negu 7, kaip kad yra dabar?
Atsakymas yra ne, negalima. Pamėginsime tai pagrįsti. Tikrai, jeigu visos komandos galėtų surinkti daugiau kaip 7 taškus, visos surinkdamos jų, kaip sakyta, po lygiai, tada jos privalėtų surinkti bent jau po 8 taškus kiekviena atskirai, arba tada bent 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 48 taškus visos 6 kartu. Tačiau surinkti 48 (arba dar daugiau) taškų jokiame 6 komandų vieno rato turnyre neįmanoma, nes tokiame vieno rato 6 komandų turnyre įvyksta 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 rungtynių, vadinasi, per tas 15 rungtynių gali būti „išžaidžiama“ daugių daugiausiai 15 · 3 = 45 taškai, o čia jų reikėtų mažų mažiausiai 48, o tiek tų taškų nėra.
Taigi mes išsiaiškinome (su įrodymu), kad 6 komandų vieno rato futbolo turnyre, kuriame visos komandos surenka po vienodai taškų, daugiausiai po lygiai jų galima surinkti po 7.
2 etape mėginsime pasirinkti vieną kurią komandą ir pamėginsime „nežymiai pabloginti“ jos vienerių kurių nors rungtynių rezultatą.
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	1
	0
	0
	7
	1 – 6

	B
	0
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	1 – 6

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	1
	7
	1 – 6

	D
	1
	0
	0
	x
	3
	3
	7
	1 – 6

	E
	3
	1
	0
	0
	x
	3
	7
	1 – 6

	F
	3
	3
	1
	0
	0
	x
	7
	1 – 6


Taigi, kaip žadėjome pamėginkime pabloginti vieną vienos kurios nors komandos rezultatą. 
Sakysime, komanda D yra sužaidusi lygiomis su komanda A, nes ji pirmajame rezultatų stulpelyje turi 1, o tai ir reiškia lygiąsias prieš komandą A. (Lygiai taip pat ir komanda A savo rezultatų eilutės ketvirtoje vietoje „simetriškai“ x įstrižainės atžvilgiu turi 1, žymintį jos lygiąsias su komanda E).
Panašiai, jei komanda D 5-oje savo rezultatų eilutės vietoje turi 3, tai reiškia, kad jie laimėjo prieš penktąją komandą E, kuri, savo ruožtu, savo rezultatų eilutės 4-oje vietoje turi būti (ir yra) įsirašiusi 0 prieš tą minimą komandą D.
Visiškai taip pat, jei komanda D 2-oje savo rezultatų eilutės vietoje turi 0, tai tas reiškia, kad jie yra pralaimėję prieš antrąją komandą B, kuri, savo ruožtu, savo rezultatų eilutės 4-oje vietoje turi būti įsirašiusi 3 prieš komandą D.
Pats nežymiausias „padėties pabloginimas“ bet kuriai komandai neišvengiamai reiškia bent 1 taško praradimą ir tai pagal mūsų „optimalią“ lentelę yra įmanoma, nes mūsų „optimalioje“ lentelėje lygiųjų tikrai esama.
Maža to, kadangi visos komandos bent po kartą yra sužaidusios lygiąsias, tai „bloginti“ galima būtų bet kurios komandos rezultatą. 
Pamėginkime „bloginti“, kaip jau esame nusprendę, būtent vieną komandos D rezultatą.
Jau sakėme, kad „mažiausias“ padėties pabloginimas būtų lygiųjų pakeitimas pralaimėjimu (kuris mūsų atveju yra įmanomas pradedant nuo bet kurios komandos). Jeigu bloginame pačiu nepastebimiausiu būdu, arba taip, kad prarastume tik 1 tašką, tai tarsime, kad komanda D su A sužaidė ne lygiomis, o „šiek tiek“ blogiau, arba, kitaip tariant, pralaimėjo.
Tada turnyrinė lentelė pasikeičia ir, aišku, komanda D tikrai atsiduria paskutinėje vietoje, o pati turnyrinė lentelė dabar pasidaro tokia:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	3
	0
	0
	9
	1

	B
	0
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	2 – 5

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	1
	7
	2 – 5

	D
	0
	0
	0
	x
	3
	3
	6
	6

	E
	3
	1
	0
	0
	x
	3
	7
	2 – 5

	F
	3
	3
	1
	0
	0
	x
	7
	2 – 5


Visi, kam užteko laiko perskaityti mūsų aiškinimus, be jokios abejonės, jau yra tvirtai įsitikinę, kad surinkti dar daugiau taškų, negu kad jų dabar turi paskutinėje vietoje esanti ir mažiau taškų už visas kitas likusiais komandas turinti komanda D, yra neįmanoma.
Tačiau, nors tvirtas įsitikinimas yra nepaprastai pravartus dalykas, tačiau, padėtas ant logikos svarstyklių, jis kartais sveria labai nedaug arba ir visai nieko nesveria.
Todėl mums dabar (vėl) teks įrodinėti (nes jau truputį įrodinėjome pagrįsdami optimalų didžiausią vienodą visų komandų galutinį rezultatą).
3 etapas. Įrodysime, kad jokia komanda, surinkusi daugiau negu 6 taškus, negali būti jų surinkusi mažiau už visas likusias to turnyro komandas.
Įrodymas. Tarkime, kad komanda, surinkusi daugiau kaip 6 taškus, turi jų mažiau už bet kurią kitą komandą. Tada toji „mažiausioji“ komanda turi mažų mažiausiai 7 taškus, o tada visos likusios penkios komandos turi jų bent po 8. Tada visos tos šešios komandos kartu yra surinkusios mažų mažiausiai 7 + 8 · 5  = 47 taškus.
Tačiau tai yra absoliučiai neįmanoma, nes tokiame turnyre, kaip jau buvo sakyta, yra sužaidžiama 15 rungtynių, arba „išžaidžiama“ daugių daugiausiai 45 taškai, o čia jų reikėtų daugiau.
Atsakymas. Šešių komandų turnyre, kur kiekviena komanda po kartą sužaidžia su kiekviena kita komanda ir kuriame už pergalę duodami 3, už lygiąsias 1, o už pralaimėjimą 0 taškų, paskutinę vietą užėmusi ir mažiau už bet kurią kitą komandą taškų surinkusi komanda gali būti daugiausiai surinkusi 6 taškus.
2 uždavinys
O dabar pasekime, kas dėsis iš pažiūros niekuo nesiskiriančiu, tik, regis, dar paprastesniu atveju, kai turnyre dalyvauja jau net ne 6, o tik 5 komandos, o visos kitos sąlygos lieka tokios pačios. Futbolo turnyre dalyvavo 5 komandos. Kiekviena komanda su kiekviena kita komanda sužaidė po vienerias rungtynes. Už laimėtas rungtynes komandai įskaitomi 3 taškai, už rungtynes, sužaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taškas, o už pralaimėtas rungtynes komanda gauna 0 taškų.
„Ateities žvaigždžių“ komanda užėmė šiame turnyre paskutinę vietą, surinkusi jame mažiau taškų negu bet kuri kita iš 4 likusių komandų. Sporto ekspertai dar nustatė, kad „Ateities žvaigždžių“ komanda surinko tame 5 komandų turnyre tiek taškų, kad sukaupti daugiau taškų surenkant jų mažiau už bet kurią kitą tokiame turnyre dalyvaujančią komandą apskritai jau būtų nebeįmanoma.
Primename, kad praeitame uždavinyje buvo trys etapai arba žingsniai.
1. Suradimas vienos kurios nors tokios lentelės, kai visos komandos surenka po lygiai taškų ir daugiau tų taškų, surinkdamos jų visos po lygiai, jos surinkti jau nebegalėtų.
2. Pačiu nepastebimiausiu būdu, t. y. prarasdami kuo mažiau taškų pabloginame vienos kurios nors komandos rezultatą. Kurios komandos rezultatą mes bloginsime, nėra taip svarbu, nes jos visos juk turi vienodai taškų. Svarbu tik tai, kad pablogintume jį kuo mažiau. Mes jau žinome, kad mažiausiai taškų komanda praranda, kai vienerios lygiosiomis sužaistos rungtynės yra „keičiamos“ pralaimėtomis.
3. Lieka tik įrodyti, kad toji „į paskutinę vietą nustumtoji“ komanda turėti daugiau taškų, turėdama jų mažiau už visas kitas komandas, jau nebegalėtų (lentelė „neužsipildo“).
Jeigu 1 ir 2 etapai (arba žingsniai) yra labiau konstruktyvūs, sakytume, eksperimentiniai, tai trečiasis etapas yra labiau teorinis, sakytume, filosofinis.
Todėl tokio paprasto uždavinio kaip šis sprendimas, turi visus svarbiausius bet kurios mokslinės teorijos bruožus, nes jis turi eksperimentinę pusę, kurią pas mus, kaip jau sakėme, sudaro 1 ir 2 etapai (žingsniai) ir dar teorinę dalį (kai mes įrodome, kad mes padarėme tai, ką mes ir turėjome padaryti, arba kad labiau tinkamos lentelės sudaryti neįmanoma).
Pasižiūrėkite, kaip vyksta mūsų uždavinio sprendimas turint viena komanda mažiau.
Kaip ir ankstesniu atveju, pradedame nuo labiausiai standartinės padėties, kai visos komandos surenka po vienodai taškų – tiesiog sužaisdamos absoliučiai visas rungtynes lygiosiomis. 
Sakykime, kad ir komandos dabar yra visos tos pačios (tik nebėra šeštosios komandos F). Tada pradinė standartinių visų lygiosiomis sužaistų rungtynių turnyro lentelė, suprantama, yra tokia:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	1
	1
	1
	1
	4
	1 – 5

	B
	1
	x
	1
	1
	1
	4
	1 – 5

	C
	1
	1
	x
	1
	1
	4
	1 – 5

	D
	1
	1
	1
	x
	1
	4
	1 – 5

	E
	1
	1
	1
	1
	x
	4
	1 – 5


Dabar vėl, kaip ir ankstesniu atveju, kiekvienas dvejas kiekvienos komandos lygiosiomis sužaistas rungtynes mėginame „iškeisti“ į pergalę su pralaimėjimu rūpindamiesi tik tuo, kad „užsipildytų“ lentelė. Simetriškai pildant, tai ir dabar pavyksta padaryti, ir mūsų lentelė galėtų atrodyti kad ir taip:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	0
	0
	6
	1 – 5

	B
	0
	x
	3
	3
	0
	6
	1 – 5

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	6
	1 – 5

	D
	3
	0
	0
	x
	3
	6
	1 – 5

	E
	3
	3
	0
	0
	x
	6
	1 – 5


Vėl nesunkiai pagrindžiame, kad mūsų komandos turėti daugiau taškų negu kad jų turi dabar, arba po 6, turėdamos jų visos po lygiai, jau nebegali.
Pagrindimas: jeigu jos visos jų galėtų turėti daugiau ir po lygiai, tai tų taškų pas kiekvieną iš jų būtų jau bent po 7, o tada jau tų taškų per visas 5 komandas prisirinktų bent jau 7 + 7 + 7 + 7 + 7, o tai jau 35 taškai, kai tuo tarpu rungtynių iš viso per visą turnyrą tesužaista iš viso 4 + 3 + 2 + 1,
arba 10, vadinasi, daugių daugiausiai gali būti „išžaista“ 30 taškų, o tiek taškų yra per mažai, kad visos komandos galėtų surinkti jų po 7. Baigėme 1 etapą (žingsnį).
Liko 2 žingsniu kuo nepastebimiau „pabloginti“ vienos kurios nors, geriausiai būtų, kad tos lygiosiomis, kaip aname uždavinyje kad buvo, sužaidusios komandos padėtį ir tada, 3 žingsniu įrodyti, kad tai ir yra daugiausiai taškų paskutinei komandai duodanti padėtis.
Tačiau dabar visi, kas perskaitė atvejo su 6 komandomis aiškinimus, atsimena, kad tada būtent lygiąsias keitėme pralaimėjimu, o dabartinėje lentelėje lygiųjų nebeliko (6 komandų turnyro atveju lygiųjų buvo likę pas visas komandas).
Todėl dabar pamatome vieną skirtumą, kuris, turėkime vilties, nebus esminis, bet kuriuo dabartinė padėtis jau skiriasi nuo anos, ką tik išnagrinėtosios.
Tas faktas yra, kaip sakėme ir dar pakartojome, toksai: nebeįmanoma „pabloginti“ komandos padėties tik 1 tašku, nes turimoje lentelėje nebeliko lygiųjų. Todėl bet koks padėties bloginimas iš bet kurios komandos turės paimti jau nebe 1 tašką, o jau visus 2 taškus.
Matome, jog kai nebeturime lygiųjų, tai bet kuris mažiausias padėties bloginimas pakeičiant vienerių rungtynių rezultatą yra laimėtų rungtynių keitimas lygiosiomis sužaistomis rungtynėmis (nes laimėtų rungtynių keitimas pralaimėjimu atimtų iš komandos jau net nebe 2, o visus 3 taškus.
Pažiūrėję į paskutiniąją lentelę galime pamėginti pakeisti, sakysime, D ir A sužaistų rungtynių rezultatą. Tas rungtynes buvo laimėjusi komanda D. Pakeiskime tą rezultatą į lygiąsias. Tuomet lentelė virsta tokia:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	Taškai 
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	1
	0
	7
	1

	B
	0
	x
	3
	3
	0
	6
	2 – 4

	C
	0
	0
	x
	3
	3
	6
	2 – 4

	D
	1
	0
	0
	x
	3
	4
	5

	E
	3
	3
	0
	0
	x
	6
	2 – 4







Baigtas 2 etapas (žingsnis), liko padaryti paskutinį, trečiąjį teorinį žingsnį. Mes dar tikimės, kad tas žingsnis mums pavyks nepaisant to, kad dabar antruoju žingsniu paskutinės komandos padėtį, kaip sakyta, „pabloginome“ 2 taškais, arba stipriau negu anksčiau, nes „mažiau pabloginti vienos kurios nors pasirinktosios komandos padėtį“ nebegalima.
Taigi pradedame trečiąjį baigiamąjį etapą, vildamiesi, kad prieštaravimas pasirodys esąs toks pats, kaip smulkiai išnagrinėto uždavinio su 6 komandomis atveju.
Todėl ir dabar mėginame įrodyti panašų teiginį, kurį mes ir tada įrodinėjome (ir mums pasisekė jį teisingai įrodyti): 5 komandų turnyre paskutinė komanda negali surinkti daugiau negu 4 taškus ir likti paskutinėje vietoje, turėdama mažiau taškų negu bet kuri kita komanda.
Tarkime, kad griežtai paskutinė komanda gali surinkti bent 5 taškus. Tada visos kitos likusios keturios komandos surenka bent po 6 taškus, arba per visas penkias komandas tų taškų turi prisirinkti bent 5 + 6 + 6 + 6 + 6 arba 29 taškai.
Ankstesniu atveju 6 komandų turnyre toje vietoje jau turėjome aiškią prieštarą, o dabar jos kaip ir nėra, nes dabartiniame turnyre iš viso įvyksta 4 + 3 + 2 + 1 arba, kaip sakyta, 10 rungtynių ir 29 taškai per 10 rungtynių tikrai galėtų būti ,,išžaisti“. Iš tikrųjų, juk jų galėtų būti „išžaista“ net visi 30.
Ką daryti? Negi „pabloginimas“ 2 taškais yra neįveikiamas? Ir štai dabar mums yra reikalingas tas, prieš pradedant nagrinėti atvejį su 5 komandomis nurodytas dar vienas atidesnis papildomas pasižiūrėjimas. Ką dar „truputį atidžiau žiūrint“, mums galėtų pasakyti tas faktas, jog paskutinę vietą užėmusi komanda turi surinkusi būtent 5 taškus, o visos kitos komandos pagal sąlygą, turi jų bent 6?
Paklauskite, kokiu būdu galima surinkti lygiai 5 taškus?
Atsakymas: surinkti lygiai 5 taškus galima – 5 lygiosiomis (bet kai kiekviena komanda tesužaidžia po 4 rungtynes, tai tada juk toks atvejis negalimas), arba laimint 1 rungtynes ir 2 sužaidžiant lygiomis.
Vadinasi, jei surenkame tiksliai 5 taškus, tai sužaidžiame 2 rungtynes lygiosiomis. Tada per visas 10 turnyro rungtynių tebus „išžaista“ daugiausiai jau nebe 30, taškų, kaip jau ne kartą skaičiavome, o jau tik 28 taškai, o jų, tų taškų tada reikėtų, kaip jau tikėdamiesi prieštaros įrodinėjome, 29.
Taigi tas dabar „prapuolęs prieštaravimas“ grįžta su papildoma pastaba, kad lygiai 5 taškams surinkti būtinos 2 lygiosios tokiu pat taškų skaičiumi sumažina visų komandų per visą turnyrą „išžaistų“ taškų skaičių nuo 30 iki 28, o to yra per maža, nes tam, kad paskutinė komanda turėtų 5 taškus ir būtų „grynai“ paskutinė, tų taškų, kaip jau daugsyk sakyta ir kartota, reikėtų 29.
Na, o dar daugiau kaip 5 taškus paskutinė komanda surinkti juo labiau negali, dėl to, kad tada „išžaistų“ taškų skaičius tikrai viršytų 30 (iš tikrųjų jų tada būtų, kaip tai nesunku matyti, bent 35 taškai).
Atsakymas. Penkių komandų turnyre, kur kiekviena komanda po kartą sužaidžia su kiekviena kita komanda ir kuriame už pergalę duodami 3, už lygiąsias 1, o už pralaimėjimą 0 taškų, paskutinę vietą užėmusi ir mažiau už bet kurią kitą komandą taškų surinkusi komanda gali surinkti daugių daugiausiai 4 taškus.
1 pastaba. Čia pasireiškiantys skirtumai kiek primena atvejus, kai lyginis atvejis skiriasi nuo nelyginio. Juk ir mūsų atveju „šiek tiek“ nepatogumų kilo būtent dėl to, kad pataisytoje idealioje daugiausiai, bet po lygiai taškų turinčioje komandų lentelėje nebeliko lygiųjų, o tai jau, savo ruožtu, būtent ir priklausė nuo to, ar komanda turnyre sužaidžia lyginį ar nelyginį rungtynių skaičių.
2 pastaba. Išnagrinėjus šiuos atvejus siūlytume išnagrinėti ir kitus turnyrus su (gal ir gerokai ) didesniu komandų skaičiumi. Kaip jau sakyta, nagrinėtini ir atvejai su 3 ar 4 komandomis.
3 pastaba. Sprendžiant tokius lentelių pildymo uždavinius paranku būtų ir skirstytis grupelėmis po kelis mokinius, paskiriant į vieną grupelę mokinius, kurie turi vienodai raidžių:
(a) arba savo varduose;
(b) arba savo pavardėse;
(c) arba pagal savo baigtų klasių skaičių.
Pagal tą vienodą vardo ar pavardės raidžių skaičių susiskirstę mokiniai (skirstyti galima ir pagal mėnesio numerį ar mėnesio dieną) gali imti turnyrą su tiek komandų, koks tas jų vienodas bendras skaičius yra.
Atidesniam mokiniui galima siūlyti išnagrinėti turnyrus su keliasdešimt komandų. Tokiu atveju užpildomai lentelei pavaizduoti prasminga būtų panaudoti ir šiuolaikines skaičiavimo priemones. 
4 pastaba.Visi analogiški uždaviniai gali būti formuluojami ir sprendžiami ir tuo atveju, kai už pergalę yra duodami nebe 3, o jau tik 2 taškai.
Mokinys, atidžiai perskaitęs tuos abu aukščiau išnagrinėtus uždavinius, tuos panašius uždavinius atveju, kai už pergalę skiriami 2 taškai, turėtų išspręsti (ir išspręs) be jokio vargo ir labai greitai. Tų uždavinių sąlygos dabar būtų tokios – viskas tas pats, tik dabar pergalės svoris yra 2 taškai.
Galima imti ir dar kitokius turnyrus, pavyzdžiui, kad ir šachmatų turnyrus, kur už pergalę skiriamas taškas, lygiosios „kainuoja“, arba atneša ½ taško, o už pralaimėjimą skiriama 0 taškų. 
Būna ir dar kitokių turnyrų – mokiniai galėtų pasiūlyti savo variantus.
Futbolo turnyre dalyvavo 6 komandos. Kiekviena komanda su kiekviena kita komanda sužaidė po vienerias rungtynes. Už laimėtas rungtynes komandai įskaitomi 2 taškai, už rungtynes, sužaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taškas, o už pralaimėtas rungtynes komanda gauna 0 taškų.
„Ateities žvaigždžių“ komanda užėmė šiame turnyre paskutinę vietą, surinkusi jame mažiau taškų negu bet kuri kita iš 5 likusių komandų. Sporto ekspertai dar nustatė, kad „Ateities žvaigdžių“ komanda surinko tame 6 komandų turnyre tiek taškų, kad sukaupti daugiau taškų užimant turnyre paskutinę vietą ir surinkus mažiau taškų už bet kurią kitą tame turnyre dalyvaujančią komandą jau nebeįmanoma.
Panašiai atrodytų uždavinys su 5 komandomis ir vėl su dviem taškais už kiekvieną iškovotą pergalę. Siūlytume mokiniams parekomenduoti išnagrinėti visus atvejus, kai turnyre žaidžia mažiau negu 10 komandų. 

Turnyrai su papildoma sąlyga, kad visi dalyvavusieji baigia varžybas su skirtingais rezultatais
Įvairiausių lentelių galimumas ar negalimumas labai priklauso nuo to, kaip atidžiai mes perskaitome sąlygą. Visi mes labai gerai žinome teorinį teiginį, kad nežymiai pakeitus sąlygą uždavinio sprendimo būdas gali labai stipriai pasikeisti. Tačiau žinoti ką nors teoriškai yra labai gerai, o sėkmingai praktiškai tą teorinį žinojimą pritaikyti yra daug geriau.
Kita vertus, ne be reikalo yra sakoma, kad nėra nieko praktiškesnio už gerą teoriją. Taip pat visiškai suprantama, kad teoriniai pastebėjimai ir praktiniai veiksmai yra visada susiję-susiviję. Mes tai dažnai matėme lentelių pildymo uždaviniuose, kuriuose ir daroma, ir samprotaujama.
O dabar mes futbolą, kaip jau ir buvome užsiminę, „pakeisime“ šachmatais, o mūsų pildomos lentelės pasikeis tik tuo, kad juose vietoje skaičių 0, 1, 3 (arba kartais 0, 1 ir 2) įrašinėsime skaičius 0, ½ ir 1 (nes šachmatuose už lygiąsias skiriama jau nebe 1, o ½ taško, o už pergalę – tik 1, o ne 3 (ar 2)). Ir dar pridėsime kitą įdomią sąlygą, kad visi turnyro dalyviai turnyrui pasibaigus yra surinkę po skirtingą taškų skaičių (nėra dalyvių, kurie po turnyro turėtų po tiek pat taškų).
1 uždavinys
Šachmatų turnyre dalyvauja 6 šachmatininkai, kurie pasibaigus turnyrui visi yra surinkę po skirtingą taškų skaičių. Kiek daugiausiai taškų gali būti surinkęs mažiausiai taškų surinkęs (ir paskutinėje vietoje likęs) šachmatininkas?
Sprendimas. Matome, kad šis uždavinys yra labai panašus į futbolo turnyro, kur už pergalę skiriami 2 taškai, uždavinius (tik dabar „pelnomas taškų uždarbis“ yra dvigubai mažesnis). Pirmiausiai gal reikėtų įsitikinti, kad ir tokiame turnyre visiems surinkti po skirtingai taškų yra tikrai įmanoma.
Aprašyti vieno tokio turnyro algoritmą irgi labai paprasta. Tam pakanka sunumeruoti visus šachmatininkus numeriais nuo 1 iki 8 ir įsivaizduoti, kad nutinka taip, jog šachmatininkas su mažesniu numeriu visada laimi prieš šachmatininką su didesniu numeriu. Visiškai aišku, kad tokiame turnyre šachmatininkas su numeriu 1 bus pirmas, su numeriu 2 – antras ir t. t., o užpildyta lentelė atrodys taip (mes vėl pirmąjį šachmatininką žymėsime A, antrąjį – B ir t. t.): 
	Šachm.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	Taškai
	Vieta

	A
	X
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	7
	1

	B
	0
	X
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	6
	2

	C
	0
	0
	X
	1
	1
	1
	1
	1
	5
	3

	D
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	1
	1
	4
	4

	E
	0
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	1
	3
	5

	F
	0
	0
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	2
	6

	G
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	X
	1
	1
	7

	H
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	X
	0
	8


Ką gi dabar mes darysime toliau?
Pirmiausiai yra visiškai aišku, jog jeigu jau egzistuoja bent viena tokia lentelė, kurioje visi šachmatininkai surenka po skirtingą taškų skaičių, tai egzistuoja ir:
(a) tokia lentelė, kurioje pirmąją vietą užėmęs šachmatininkas yra surinkęs mažiausią įmanomą taškų skaičių. (Kitaip sakant, atsiras toks mažiausias surinktų taškų skaičius N, kad surinkus mažiau taškų ir užėmus pirmąją vietą, jau nebebūtų taip, kad visi šachmatininkai yra surinkę po skirtingą taškų skaičių).
(b) tokia lentelė, kurioje paskutiniąją vietą užėmęs šachmatininkas yra surinkęs didžiausią įmanomą taškų skaičių. (Kitaip sakant, atsiras toks didžiausias surinktų taškų skaičius M, kad surinkus daugiau taškų ir užėmus paskutinę vietą, jau nebebūtų taip, kad visi šachmatininkai yra surinkę po skirtingą taškų skaičių).
Ankstesnėje parodytoje lentelėje skirtumas tarp pirmųjų ir paskutiniųjų šachmatininkų yra tikrai didelis. Iš tikrųjų, jis yra pats didžiausias iš visų tokių galimų skirtumų. Tame nėra nieko stebėtino, jeigu pagalvotume, kad pagal tokią lentelę pirmasis šachmatininkas viską tik laimi, o paskutinysis, atvirkščiai, viską tik pralaimi.
Kadangi šachmatuose būna daug lygiųjų, tai tą skirtumą galima pamėginti gerokai sumažinti, duodant taškų ir paskutiniajam šachmatininkui, ir „ne viską surenkant“ pačiam pirmajam.
Truputį pasistengę ir skaitiškai „simetriškai“ paeksperimentavę randame, kaip tai būtų galima nors bent kiek efektyviau įgyvendinti – visada (pa)mėginkite tokiose situacijose įdarbinti ir „savo draugą kompiuterį“. Taip pavyksta gana greitai užpildyti, pavyzdžiui, kad ir tokią lentelę, kur ir paskutinysis šachmatininkas jau turi gerokai daugiau taškų, negu pirmojoje lentelėje, ir pats pirmasis jau toli gražu nebe visus taškus.
	Šachm.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	Taškai
	Vieta

	A
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	1
	1
	1
	5,5
	1

	B
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	1
	1
	5
	2

	C
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	1
	4,5
	3

	D
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	4
	4

	E
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	1/2
	3
	5

	F
	0
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	1/2
	2,5
	6

	G
	0
	0
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1/2
	2
	7

	H
	0
	0
	0
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	X
	1,5
	8


Pastebėkime, kad mes gerokai „sulyginome“ šachmatininkus, išlaikydami sąlygą, kad visų jų rezultatai liktų skirtingi, atstumas tarp pirmojo ir paskutiniojo sumažėtų nuo paties didžiausio įmanomo, kaip kad buvo pirmojoje lentelėje, kur tas skirtumas buvo net 7 taškai iki 5,5 – 1,5 = 4 taškų, kaip kad yra dabar.
Kyla klausimas, ar dabar paskutinę vietą užėmęs šachmatininkas galėtų būti paskutinis ir surinkti dar daugiau taškų, na, pavyzdžiui, kad ir 2 taškus?
Įrodysime, kad 8 šachmatininkų turnyre visiems surenkant skirtingą skaičių taškų
paskutinysis šachmatininkas negali būti surinkęs 2 taškų. Jeigu jis galėtų surinkti bent 2 taškus, tada priešpaskutinis, septintasis šachmatininkas turėtų būti surinkęs bent 2,5 taško, šeštasis – bent 3, penktasis – bent 3,5, ketvirtasis – bent 4, trečiasis – bent 4,5, antrasis – bent 5, o pirmasis – bent jau 5,5 taško. Tada jie 8 kartu būtų surinkę bent 2 + 2,5 + 3 +3,5 + 4 + 4,5 + 5 + 5,5 taškų.
Toji suma, sumuojant skaičius poromis, po vieną skaičių iš kairės ir dešinės, yra keturiskart po septynis su puse, arba yra lygi 30. Tačiau tiek taškų 8 šachmatininkų turnyre, kur kiekvienas su kiekvienu sužaidžia po vieną partiją, nėra „išžaidžiama“, nes ten yra „išžaidžiami“ 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 arba iš viso „tik“28 taškai. 
Uždavinį, kiek mažiausiai taškų gali būti surinkęs pirmąją vietą užėmęs šachmatininkas, jeigu visi dalyviai vėl yra surinkę skirtingai taškų, paliekame savarankiškam darbui.
Taip pat ir čia galima nagrinėti ir lentelių su didesniu, ir su mažesniu šachmatininkų skaičiumi (bent jau iki 10) užpildymą.
2 uždavinys
Šachmatų turnyre dalyvauja 6 šachmatininkai, kurie pasibaigus turnyrui visi yra surinkę po skirtingą taškų skaičių. Su kiek mažiausiai taškų galima „išeiti iš pogrupio“ ir su kiek daugiausiai taškų jau galima pasilikti antroje turnyro lentelės pusėje?
Sprendimas. Išnagrinėsime, kaip galima užpildyti lentelę 6 komandų futbolo turnyre, kur už pergalę skiriami 3 taškai, o visa kita vyksta „įprastiniu“ būdu ir atsakysime į klausimą, su kokiu pačiu mažiausiu taškų skaičiumi galima pakliūti į pirmąją turnyrinės lentelės pusę?
Galima vaizduotis, kad komanda, atsidūrusi pirmojoje turnyro lentelės pusėje, išeina į sekantį varžybų etapą. Taškų lygybės atveju laikysime, jog egzistuoja neklystantis ekspertas, kuris neklystamai ir surikiuoja vienodai taškų turinčias komandas.
Analogiškai išnagrinėsime ir tokį klausimą, kaip galima užpildyti lentelę 6 komandų futbolo turnyre, kur už pergalę skiriami 3 taškai, o visa kita vyksta „įprastiniu“ būdu ir atsakysime į klausimą, su kokiu pačiu didžiausiu taškų skaičiumi galima nepakliūti į pirmąją turnyrinės lentelės pusę? Tokiais atvejais dar yra sakoma, kad komanda baigė turnyrą pogrupio kovomis, arba net kad komanda „neišėjo“ iš pogrupio. 
Panašų klausimą galima nagrinėti ir su kitokiu (lyginiu) komandų skaičiumi, sakysime, kad ir su 4 ar su 8 ir daugiau komandų. Galima taip pat nagrinėti ir atvejį, kai už pergalę skiriami 2, o ne 3 taškai, kaip kad yra dabar nagrinėjamuoju atveju.
Pradėsime nuo paties nemaloniausio atvejo, kai komanda visas rungtynes pralaimi, arba, kitaip tariant, surenka 0 taškų. Tokia komanda niekaip negali pakliūti į pirmąją paskutinės lentelės pusę, nes, pralaimėdama visas rungtynes, ji už kiekvieną iš tų komandų turi bent 3 taškais mažiau (nes kiekvienai iš jų ji yra pralaimėjusi) ir todėl ji tikrai lieka pačioje paskutinėje turnyro lentelės vietoje.
Toliau, žiūrint iš eilės, komanda gali būti surinkusi 1 tašką. Jeigu komanda yra surinkusi 1 tašką, tai ji yra vienerias rungtynes sužaidusi lygiosiomis ir likusias ketverias rungtynes pralaimėjusi. 
Jeigu ji yra ketverias rungtynes pralaimėjusi, tai ji jau yra toms keturioms komandoms atidavusi po 3 taškus. Vadinasi, visos tos (mažiausiai 4 komandos) tikrai turi bent po 3 taškus ir turnyrinėje lentelėje bus surikiuotos aukščiau už tą komandą, turinčią, kaip atsimename, tik vieną tašką ir todėl ji į tą pirmąją pogrupio komandų rikiuotės pusę pakliūti vėl negali ir į tolimesnes varžybas nepatenka.
Tolesnis atvejis, žiūrint iš eilės, būtų atvejis, kai komanda surenka 2 taškus.
Šis atvejis yra visiškai panašus į atvejį su 1 tašku, nes ir dabar atsiras trys komandos (aname atvejyje tai buvo 4 komandos), kurioms toji 2 taškus surinkusioji komanda yra pralaimėjusi, vadinasi, ji jau toms trims komandoms tikrai yra „atidavusi“ ar „padovanojusi“, nelygu kaip išsireikšime, po 3 taškus, ir, vadinasi, tos trys komandos turnyrinėje lentelėje (jau vien dėl tų gautų 3 taškų) tikrai stovės aukščiau už ją, 2 taškus tesurinkusią.
Vadinasi, ir su 2 taškais tikėtis vietos pirmojoje turnyro komandų rikiuotės pusėje dar nėra jokio pagrindo.
Sekantis iš eilės einantis atvejis yra atvejis, kai komanda turi dar tik 3 taškus.
Nepaisant to kukloko taškų skaičiaus, jau gali nutikti toks turnyras, kai tik 3 taškus teturinti komanda gali neišvengiamai atsidurti pirmojoje turnyrų komandų pusėje.
Pasižiūrėkime į tokį pavyzdį:
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	3
	3
	3
	3
	15
	1

	B
	0
	x
	3
	3
	3
	3
	12
	2

	C
	0
	0
	x
	1
	1
	1
	3
	3 – 6

	D
	0
	0
	1
	x
	1
	1
	3
	3 – 6

	E
	0
	0
	1
	1
	x
	1
	3
	3 – 6

	F
	0
	0
	1
	1
	1
	x
	3
	3 – 6


Net keturios komandos (o tai daugiau negu pusė, nes iš viso komandų yra 6) tokiame turnyre surenka po 3 taškus, todėl kaip jau ekspertas besurikiuotų komandas, viena kuri 3 taškus surinkusi komanda tikrai atsidurs trečioje vietoje. Vadinasi, tris taškus surinkusi komanda gali atsidurti trečioje vietoje, arba pakliūti į pirmąją komandų rikiuotės pusę. 
Atsakymas. Mažiausias taškų skaičius, kurį surinkus 6 komandų vieno rato turnyre (kuriame už kiekvieną pergalę duodama po 3 taškus) galima atsidurti pirmojoje komandų rikiuotės pusėje, yra 3 taškai. 
3 uždavinys
Su kiek daugiausiai taškų 6 komandų turnyre, kur už kiekvieną pergalę duodama po 3 taškus, galima „neišeiti“ iš pogrupio, arba baigti visą turnyrą kovomis pogrupyje, arba atsidurti antrojoje turnyro rikiuotės pusėje ?
Sprendimas. Vėl nuosekliai nagrinėsime viską iš eilės, pradėdami nuo paties didžiausio įmanomo taškų skaičiaus, ir žiūrėsime, su kiek daugiausiai taškų jau galima likti antrojoje turnyro lentelės pusėje? Pradėkime nuo paties didžiausio taškų skaičiaus, arba nuo15 taškų.
Yra visiškai aišku, kad komanda, kuri laimi visas rungtynes, iš visų likusių komandų yra „paėmusi“ po 3 taškus, arba, kitaip sakant, tos visos komandos yra praradusios po 3 taškus jau vien žaisdamos su ta 15 taškų turinčia komanda ir todėl jos tegali surinkti daugių daugiausia 12 taškų.
Taip mes paaiškinome, kad visas rungtynes laimėjusi komanda neišvengiamai atsiduria pirmoje vietoje (turėdama mažiausiai po 3 taškus daugiau už bet kurią kitą komandą).
Sekantis atvejis būtų surinkti 14 taškų. Tačiau surinkti 14 taškų per 5 rungtynes neįmanoma (paaiškinkite, kodėl).
Toliau eitų atvejis su 13 taškų, kuris būtų nagrinėjamas visiškai paprastai. Surinkti 13 taškų sužaidžiant 5 rungtynes galima tik laimint ketverias rungtynes ir vienerias rungtynes sužaidžiant lygiosiomis.
Bet laimėdami ketverias rungtynes mes iš tų keturių komandų paimame po 3 taškus (vadinasi, tos 4 komandos jau tegalės surinkti daugių daugiausiai po 12), o mes jų pagal sąlygą turime 13.
Todėl su 13 taškų mes garantuotai būsime aukščiau tų keturių komandų ir neišvengiamai pakliūsime į pirmąją komandų rikiuotės pusę. 
Toliau iš eilės eitų atvejis su 12 taškų. Nesunku matyti, kad jis vėl įmanomas tik laimint    
ketverias rungtynes (ir tada neišvengiamai vienerias pralaimint).
Dabar, jeigu būtų galima su 12 taškų likti ketvirtoje vietoje, tai aukštesnės trys komandos irgi privalėtų turėti bent 12 taškų, o tai reikštų, kad pirmos keturios komandos jau yra surinkusios bent 12 + 12 + 12 + 12 = 48 taškus, o tai jau yra daugiau taškų negu jų galėjo būti „išžaista“ visame turnyre, kur per įvykusias 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 rungtynių  jų galėjo būti ,,išžaista“ daugių daugiausiai 15 · 3 = 45.
Dabar žiūrime 11 taškų atvejį. Surinkti 11 taškų per penkerias rungtynes įmanoma tik
laimint trejas rungtynes ir dar dvejas rungtynes baigiant lygiosiomis.
Bet ir dabar galima įrodyti, kad pažeidžiamas taškų balansas, tik šiuo atveju, samprotaujant taip, kaip mes tai darėme 12 taškų atveju, mums vėl bus reikalingas papildomas žvilgsnis.
Iš tikrųjų, kalbant taip, kaip mes ką tik kalbėjome anksčiau, mes turėtume sakyti, kad jeigu mes surenkame 11 taškų ir teužimame 4 vietą, tai tos pirmosios 4 komandos jau surenka bent 11 + 11 + 11 + 11 = 44 taškus ir prieštaravimo, kad jau viršyta turnyre „išžaidžiamų“ taškų skaičius, kuris yra 45, dar nėra.
Šiuo atveju reikiamas papildomas žvilgsnis galėtų būti paprastas (bet tai vis vien papildomas pastebėjimas), kad likusios 5-ta ir 6-ta komandos privalo sužaisti tarpusavio rungtynes ir tam jos dar išeikvos bent 2 dar „neužpajamuotus“ taškus, kuriuos ir turėtume pridėti prieš tų jau priskaičiuotų bent 44 taškų.
Tai jau duotų tokiame turnyre privalomai „išžaistus“ bent 11 + 11 + 11 + 11 + 2 = 46 taškus, o tai jau pagaliau viršija visų „išžaistų“ taškų skaičių, kuris yra 45.
Toliau eitų atvejis su 10 taškų. Paeksperimentavus paaiškėtų, kad pasidaro įmanoma rasti tokią turnyrinę lentelę, kurioje su 10 taškų galima likti jau antrojoje turnyro lentelės pusėje.
Pateikiame tokios lentelės pavyzdį.
	Kom.
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	Taškai
	Vieta

	A
	x
	3
	1
	0
	3
	3
	10
	1 – 4

	B
	0
	x
	3
	1
	3
	3
	10
	1 – 4

	C
	1
	0
	x
	3
	3
	3
	10
	1 – 4

	D
	3
	1
	0
	X
	3
	3
	10
	1 – 4

	E
	0
	0
	0
	0
	x
	3
	3
	5

	F
	0
	0
	0
	0
	0
	x
	0
	6


Čia pirmosios keturios komandos, kaip matote, turi visos po 10 taškų ir, kad ir kaip ekspertas berikiuotų komandas, jis vis tiek kuriai nors komandai, surinkusiai 10 taškų, neišvengiamai skirs ketvirtą vietą ir tai rodo, kad gali nutikti taip, kad komanda surenka 10 taškų ir vis tiek telieka ketvirtoje vietoje. 
Atsakymas. Didžiausias taškų skaičius, kurį surinkus 6 komandų vieno rato turnyre (kuriame už kiekvieną pergalę duodama po 3 taškus) vis tiek galima atsidurti antrojoje komandų rikiuotės pusėje, yra 10. 
Pastaba. Sugretinę tuos du skaičius, kai su 3 taškais galima atsidurti pirmojoje turnyro lentelės pusėje (ir tęsti kovas toliau) ir kai su 10 taškų galima atsidurti antrojoje turnyro lentelės pusėje (ir žaidimai jau „užsibaigia“), gauname gana paradoksalią situaciją, kai, viena vertus, „tiek daug surinkę iškrentame“, o, kita vertus, būna, kad „tiek mažai turėdami išeiname į sekantį etapą“. Skaitiškai žiūrint, vienur surinkome 3 taškus „ir išėjome“, o kitur surinkome daugiau kaip triskart daugiau, net 10 taškų, ir „iškritome“.

Sudoku
Vieni iš pačių populiariausių ir naudingiausių lentelių pildymų yra vadinamieji sudoku. Sudoku prasideda nuo to, kad duota „truputį“ užpildyta lentelė ir tą užpildymą reikia tęsti toliau. 
Lentelė yra sudaroma taip, kad toks lentelės užpildymas (jeigu jis teisingai atliekamas) yra galimas tik vieninteliu būdu. Tai vienas iš svarbiausių sudoku pildymo principų.
Labiau išplitusioji sudoku forma yra tokia, kada 9 x 9 kvadratas yra padalijamas į 9 kvadratus 3 x 3 ir įrašinėti reikia taip, kad jokioje eilutėje, jokiame stulpelyje ir jokiame iš tų 9 kvadratų (3 x 3) esantys skaičiai nesikartotų. Tada, suprantama, kad skaičiai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 kiekvienoje eilutėje, kiekviename stulpelyje ir kiekviename iš 9 kvadratų 3 x 3 pasitaikys po vieną kartą. 
Panagrinėkime lentelę 6 x 6.

	Kad būtų patogiau kalbėti, lentelės langelius sunumeruosime naudodami šachmatų numeraciją. Taip mūsų 6 x 6 matmenų lenta turi šešis horizontalius stulpelius iš kairės į dešinę sunumeruotus raidėmis a, b, c, d, e ir f ir šešias eilutes, numeruojamas iš apačios aukštyn.
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Visus tuos „numerius“ patalpinę tuose langeliuose, kuriuos jie „numeruoja“, lentelė atrodytų taip:


	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6

	a5
	b5
	c5
	d5
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1
	f1





Dabar, jau mokėdami visai kaip šachmatuose, pavadinti lentelės langelius, mes galėsime, kalbėdami apie lentelės pildymą, konkrečiai vardinti konkrečius lentelės langelius (būtent todėl mes ir suteikėme ,,vardus“ absoliučiai visiems lentelės langeliams).
Tuo pačiu mums bus paprasta suformuluoti ir konkrečią konkrečios sudoku lentelės pildymo užduotį. Jos esmė yra tokia, kad lentelę vaizduojamės suskirstytą ne tik eilutėmis ir stulpeliais, bet dar ir kokiomis nors sritimis, paprastai turinčiomis tiek pat langelių, kiek yra pradinio kvadrato kraštinėje.
Mūsų 6 x 6 lentelės atveju tos sritys, kuriose skaičiai 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 negalės kartotis, bus 6 matmenų 2 x 3 stačiakampiai.
Pavyzdžiui, pačios pirmosios mūsų lentelės pildymo užduotis bus tokia: suskirstyti ją į šešis stačiakampius po 6 langelius kiekvienas. Tie konkretūs stačiakampiai (paryškinta juos sudarančių langelių numeriai) yra: 

	Kairysis apatinis stačiakampis
	Dešinysis apatinis stačiakampis
	Kairysis vidurinysis stačiakampis

	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6 

	a5 
	b5
	c5
	d5 
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1 
	f1



	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6 

	a5 
	b5
	c5
	d5 
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1 
	f1



	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6 

	a5 
	b5
	c5
	d5 
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1 
	f1




	Dešinysis vidurinysis stačiakampis
	Kairysis viršutinis stačiakampis
	Dešinysis viršutinis stačiakampis

	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6 

	a5 
	b5
	c5
	d5 
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1 
	f1



	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6 

	a5 
	b5
	c5
	d5 
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1 
	f1



	
	a6
	b6
	c6
	d6
	e6
	f6 

	a5 
	b5
	c5
	d5 
	e5
	f5

	a4
	b4
	c4
	d4
	e4
	f4

	a3
	b3
	c3
	d3
	e3
	f3

	a2
	b2
	c2
	d2
	e2
	f2

	a1
	b1
	c1
	d1
	e1 
	f1






Dabar užduotis formuluojama taip: užbaikite pildyti lentelę tokiu būdu, kad kiekvienoje eilutėje, kiekviename stulpelyje ir kiekviename iš tų šešių konkrečiai išvardintų šešis langelius turinčių (2 x 3 stačiakampių) būtų įrašyti visi skaičiai 1, 2, 3, 4, 5 ir 6.
Sprendimas. Paimame mūsų pradinį sudoku. Žiūrime, kokį skaičių būtų įmanoma įrašyti į kurį nors iš tų 6 stačiakampių taip, kad jokiame stulpelyje, eilutėje, stačiakampyje skaičiai nesikartotų.
Lentelėse paryškintas aprašomasis stačiakampis, stulpelis arba eilutė.
Pilkai nuspalvintas langelis, į kurį reikia atsižvelgti, ieškant trūkstamo skaičiaus.
Langelis, į kurį norime įrašyti skaičių, pažymėtas *.
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Matome, kad stačiakampyje, sudarytame iš langelių d1, e1, f1, d2, e2, f2 jau yra įrašyti trys skaičiai 2, 3 ir 6. Tačiau antrojoje eilutėje skaičius 1 jau yra įrašytas kitame stačiakampyje, vadinasi, jo toje eilutėje mes jau nebeįrašysime. 1 turėsime įrašyti į apatinę eilutę, kurioje yra vienintelis stačiakampio dar neužimtas langelis.
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Vadinasi, mes į langelį d1 įrašome skaičių 1.
Antrasis žingsnis būtų įrašyti skaičių į vienintelį tuščią langelį c1.
Pirmojoje eilutėje trūksta vienintelio skaičiaus 4.
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Stačiakampyje d5, e5, f5, d6, e6, f6, esančiame lentelės viršuje dešinėje, trūksta tik dviejų skaičių 3 ir 5.
Tačiau skaičius 3 penktojoje eilutėje jau yra įrašytas kitame stačiakampyje, todėl 3, bus galima įrašyti tik šeštos eilutėje langelyje d6, o tada 5 eilutės langelyje e5 būtinai reikės įrašyti skaičių 5, nes tik jo nagrinėjamame stačiakampyje trūksta.
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Beliko šeštos eilutės langelyje c6 įrašyti 6.
Toliau pildysime f stulpelį. Jame trūksta 3 ir 5. Langelyje f4 įrašyti 3 negalime, nes 4 eilutėje jis jau yra (b4). 3 įrašome į langelį f3. 
Į likusį laisvą šeštojo stulpelio langelį f4 mes turime įrašyti skaičių 5.
Sekančiu žingsniu mes galime įrašyti 4 į langelį b3, nes kairiajame viduriniame stačiakampyje tai vienintelis langelis, kuriame galima rašyti 4. Tikrai, į langelius a3 ir a4 mūsų 4 rašyti negalima, nes a stulpelyje 4 jau yra langelyje a6. O į laukelius c3 ir c4 skaičiau 4 rašyti negalima, nes c stulpelyje 4 jau įrašytas langelyje c1.
Galima aiškinti ir kitaip, ,,žiūrint b stulpelio pozicijų“. Į kitus du
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	laisvus stulpelio b langelius b2 ir b5 ketverto įrašyti negalime, nes langelis b2 priklauso kairiajam apatiniam stačiakampiui, o jame ketvertas jau yra įrašytas. Lygiai taip pat, kadangi ketvertas jau yra įrašytas ir viršutiniame kairiajame stačiakampyje, tai jo negalima rašyti ir langelyje b5.


Mažėjant tuščių langelių skaičiui lentelės pildymas paprastėja, todėl tolimesnė sprendimo eiga pateikta lentelėmis (pažymėjimai tie patys):
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3.1.6. Rekomenduojamos literatūros sąrašas

Uždavinių, susijusių su modulio L1 turinio problematika, galima rasti pačiuose įvairiuose leidiniuose, keletas tokių galimybių nurodoma ir žemiau pateikiamoje lentelėje.
Paaiškinimai:
Vitkus V. Jaunajam matematikui. – Kaunas: Šviesa, 1981, 187 p. (nurodoma klasė ir uždavinio numeris).
Lietuvos Jaunųjų matematikų mokyklos 10 knygelių serija, Danieliaus leidyklos leidžiama kasmet, numeruojama iš eilės (nurodomas knygelės numeris, puslapis ir uždavinio numeris).
,,Kengūros“ konkurso knygelės, autorius ir sudarytojas dr. (HB) Juozas Juvencijus Mačys, numeruojama leidimo metais, leidžia TEV leidykla pradedant nuo 1999 m. (nurodoma uždavinių grupė: M – Mažylis, B – Bičiulis, K – Kadetas, J – Junioras, S – Senjoras ir uždavinio numeris). 
Kašuba R. Kaip spręsti, kai nežinai kaip. – Vilnius: TEV, 2006, ISBN 9955-680-23-7. (nurodomai puslapiai).
Projektas „Mokymosi krypčių pasirinkimo galimybių didinimas 14–19 metų mokiniams, II etapas: gilesnis mokymosi diferencijavimas ir individualizavimas, siekiant ugdymo kokybės, reikalingos šiuolaikiniam darbo pasauliui“, 2012 m.
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